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Sommario

Recentemente, numerose pubblicazioni hanno visto coinvolte tre diverse branche della Matema-
tica: la Teoria dei Numeri, la Teoria Ergodica e la Teoria dei Sistemi Dinamici. L’esistenza di
profonde connessioni tra le ultime due era nota gia verso la fine del XIX secolo, mentre la possibilita
di collegare la Teoria Ergodica e la Teoria dei Numeri inizio a manifestarsi verso la seconda meta
del XX secolo. Oggi, vari concetti di Teoria Ergodica dei Sistemi Dinamici trovano applicazione
in Teoria dei Numeri e stanno conducendo alla nascita di una nuova branca della Matematica, ri-
battezzata Teoria Ergodica dei Numeri. Lo scopo del presente lavoro & quello di fornire una breve
descrizione di alcuni dei principali risultati ottenuti in questo nuovo settore.

Gli argomenti trattati si distribuiscono su tre sezioni pit due appendici. Nella prima sezione
verranno introdotti alcuni concetti chiave di Teoria Ergodica, in particolare, il teorema ergodico di
Birkhoff ed una sua applicazione al problema di Gelfand. Nella seconda sezione, vedremo un’inter-
pretazione ergodica del teorema di equidistribuzione e del teorema di Borel per i numeri normali.
Infine, nella terza sezione, dopo una breve descrizione del legame esistente tra la funzione ¢ di Rie-
mann e la distribuzione dei numeri primi, verra analizzata la proprieta di uniforme distribuzione
delle ordinate degli zeri non banali della ¢, concludendo con un’interpretazione ergodica dell’ipotesi
di Riemann. Nell’appendice A sono descritte le proprieta ergodiche e mixing della mappa di Ulam
e nell’appendice B é contenuta una breve introduzione all’operatore di Perron—Frobenius.
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1 Cenni di Teoria Ergodica dei Sistemi Dinamici

1.1 Trasformazioni che conservano la misura e proprieta di ergodicita

Sia (X, F, 1) uno spazio di misura, con X un insieme diverso dall’insieme vuoto, F € B(X) (dove B(X)
indica l'insieme delle parti di X') una o—algebra di sottoinsiemi di X e p una misura definita sullo spazio
misurabile (X, F). Una trasformazione T : (X, F, ) — (X, F, ) (pitt brevemente 7' : X — X)) & detta
misurabile se e solose VA€ F, T A:={x € X ¥ T(z) € A} € F, dove T~! A indica la preimmagine
mediante 7' dell’insieme misurabile A; in particolare, T' : X — X ¢& invertibile se & misurabile e se
VYAe F, TAec F. Sidira inoltre che T conserva la misura p (equivalentemente, che la misura u
¢ T—invariante) se e solo se T' ¢ misurabile e se VA € F, p(A) = p(T~1A); in tal caso, la quaterna
(X,F,u,T) prende il nome di sistema dinamico. In generale, risulta difficile determinare una misura
invariante rispetto ad una data trasformazione e, viceversa, una trasformazione che conserva una data
misura. Alcuni teoremi son d’aiuto a tal proposito; si ricorda, in particolare, il seguente

TEOREMA 1.1 (MISURA INVARIANTE) - Sia (X, F, 1) uno spazio di misura; la trasformazione T : X —
X conserva la misura p se e solo se V f € E}L(X) = LYX,F,u) = {f : X = C, f misurabile
fX |fldp < oo} e cioé se per ogni funzione misurabile e p-sommabile secondo Lebesguet, risulta che

[ ran=[ roran (1)

La dimostrazione risulta pressocché immediata una volta data la definizione di convergenza dominata
nel senso di Lebesgue (si veda a.e. | ]) il che, perd, non rientra nello scopo di questa trattazione.
Consideriamo, invece, un esempio di applicazione del teorema 1.1. Sia (R, B, 1) uno spazio di misura (B
una o-algebra di Borel di R) e Ty : R — R la trasformazione definita come Th(0) =0sez =0e

Ta(z) = = (:z: - 1) se z # 0. 2)

T

Ty & misurabile in quanto Ty (o, 8) = (@ — Va2 + 1,8 — /B2 + 1) U (@ + Va2 + 1,8+ /B2 + 1),
Y (a, f) C R, ma non conserva la misura di Lebesgue /\((a, ﬁ)) =  — «a. Tuttavia, ponendo 7 = T (z),
si trova che per ogni f integrabile secondo Lebesgue, fR f (7)% = fR I (T(:v))d—f;2 e quindi applicando

I+
il teorema 1.1 si ottiene che T conserva la misura di probabilita

Pac((e8)) = - /( ar 3)

T Jia,8) 14+ 72"

Il fattore +, dovuto alla normalizzazione, identifica ppr(7) = 2
™

= 132 con la funzione densita di probabilita
di una variabile aleatoria 7 avente distribuzione di Cauchy. Ciononostante, la trasformazione T, prende
il nome di mappa di Newton ed ¢ cosi denominata in quanto puo essere ottenuta dall’omonimo
algoritmo per la ricerca degli zeri 2,41 = x, — f(2,)/f'(zn) ponendo f(z) = 22 + 1. Come vedremo,
essa svolge un ruolo centrale nello studio delle proprieta ergodiche della funzione ¢ di Riemann.

Sia ora (X, F, ) uno spazio di misura finita, ovvero tale per cui u(X) < 0o; poiché & sempre possibile
costruire una misura di probabilitd a partire da una misura finita (VA € F, P(4) = p(A)/u(X)),
considereremo d’ora in avanti per semplicita solo spazi di probabilita, tenendo presente che tutti i
risultati possono essere estesi al caso di misure finite. Sia quindi 7" : X — X una trasformazione che
conserva la misura di probabilita u: diremo che T & ergodica rispetto a u se e solo se VA € F tale che
T—1A = A (ovvero per ogni insieme misurabile T—invariante?) & p(A) = 0 oppure u(A) = 1. Si noti che,
secondo la definizione appena data, la mappa di Newton é ergodica rispetto alla misura di probabilita

LAl fine di non appesantire i contenuti, si sono dati per noti alcuni importanti concetti relativi alla teoria della misura
secondo Lebesgue ed, in particolare, alla teoria dell’integrazione rispetto ad una misura di Lebesgue. Qui, & necessario
non confondere £P con lo spazio usuale LP := LP/ ~, ottenuto quozientando rispetto alle classi di equivalenza f ~ g.

2Pil in generale, & sufficiente richiedere che A sia quasi ovunque T-invariante.



(3), in quanto gli unici insiemi Thr—invarianti sono @ ed R.
Esistono diverse definizioni di ergodicita, alcune delle quali sono particolarmente utili all’atto pratico.
In particolare, si puo dimostrare | | quanto segue

TEOREMA 1.2 (ERGODICITA) - Sia (X, F, 1) uno spazio di probabilita e T : X — X una trasformazione
che conserva la misura. Le sequenti affermazioni sono tra loro equivalenti:

(#) Té ergodica; (ii) se f ¢ una funzione misurabile quasi ovunque T —invariante, allora é quasi ovunque
costante; (iii) se [ € Ei(X) ed ¢ quasi ovunque T—invariante, allora é quasi ovunque costante.

Si noti che I'implicazione (i7) = (iii) segue naturalmente. Come applicazione del teorema 1.2, conside-
riamo due particolari trasformazioni, le quali svolgeranno un ruolo cruciale nel seguito. Va osservato che
entrambe corrispondono a delle rotazioni finite sulla circonferenza di raggio unitario T'. D’altronde, la
parametrizzazione [0,1) 3 x +— e>™® € T' stabilisce una corrispondenza tra i due insiemi che puo essere
formalmente dimostrata, portando a concludere che T! ~ R/Z = [0,1)/ ~, dove la classe di equivalenza
rispetto alla quale I'intervallo unitario ¢ quozientato corrisponde alla modulazione rispetto all’unita.

Rotazione circolare. Sia ([0,1),8,X) uno spazio di misura, dove B & una o—algebra di Borel di
[0,1) e A & la misura di Lebesgue. La mappa di rotazione circolare Ry : [0,1) — [0,1) & definita come

Ry :x—xz+6 modl, 6 €(0,1). (4)

Per le proprieta della parte frazionaria e della parte intera (inferiore) dei reali, la (4) si riscrive come
Ro(z)={z+0} =x+6— |x+0]. Rpe misurabile e conserva \: difatti V («, 8) C [0, 1) si trova che

(a—0,8-0) se 0 < a, . L
RyY,8) = (08— 0)U(a—0+1,1) sca<0<p, MRy <a,ﬁv>g—60 1a—A(a,ﬁ),
(a—0+1,8—0+1) se B <0, €(0,1).

Si puo ora dimostrare che Ry é ergodica rispetto a A se e solo se 0 ¢ irrazionale.

Dimostrazione. L’implicazione diretta si prova per assurdo: sia Ry ergodica e Q 3 6 = p/q. La funzione
e(qz) = ™% € £2(]0,1)) & quasi ovunque Ry—invariante in quanto (eo Rp)(qz) = e(q{z +6}) = e(qz),
essendo 6 razionale. Allora, per il punto (ii7) del teorema 1.2, e(qx) deve essere quasi ovunque costante
su [0,1), il che & assurdo Y. Per I'implicazione inversa, sia @ € R\ Q ed f € £3([0,1)): secondo il
teorema di Carleson f & quasi ovunque sviluppabile in serie di Fourier su [0,1) ovvero

flo) Z2n 0D 3™ =N cpe(nz),  en= (z)e(nz)dA(z), n €.

nez nez [071)

Supponiamo quindi che f sia quasi ovunque Ryp—invariante, ovvero

Z cne(nfe(nz) = f(Ro(x)) = f(x) = che(nx) & o[l —e(nd)] =0, VneZ,

nez

avendo sfruttato la proprieta di unicita dei coefficienti di Fourier. Poiché § € R\Q, ¢, =0 Vn € Z\ {0}
e quindi f(z) = ¢p quasi ovunque in [0,1), il che completa la dimostrazione. O

Raddoppiamento. Sia ([0,1),8, ) lo spazio di misura del problema precedente. La mappa di
raddoppiamento (nota anche come mappa cerchio o di—adica) Ty : [0,1) — [0,1) & definita come

2x se0§:r<%,
2¢ — 1 se%§x<1.

Ty : x— 2z modlz{ (5)

T, ¢ una mappa misurabile e conserva la misura di Lebesgue, in quanto V (a, 3) C [0,1), Ty *(a, 8) =

(5 g) U (%rl, %) Inoltre, la mappa di raddoppiamento ¢ ergodica rispetto alla misura di Lebesque.



Dimostrazione. Sia f € £3(]0,1)) quasi ovunque Ty-invariante. Per il teorema di Carleson e per via
dell’unicita dei coefficienti di Fourier, risulta che

Y cue(2nz) = f(To(x) = 3 cue(ne) .o {0 sen € (2n+1)Z,

con VmEZ.

nez nez
Supponiamo per assurdo che 3n € N tale che |c,| # 0; allora anche |ca,| = |¢n| # 0 e quindi la catena di
uguaglianze |c,| = |can| =+ = |carp| = . .. consiste di infiniti termini non nulli. Poiché f & sviluppabile

in serie di Fourier, vale I'identita di Parseval rispetto alla semi-norma in £3([0,1)), ovvero

I f ||i§([o,1)) = Z lea® < oo,

neN

il che ¢ assurdo? & . Pertanto, lo sviluppo in serie di Fourier di f consiste del solo coefficiente corrispon-
dente ad n =0 e quindi f(z) = ¢ quasi ovunque su [0, 1) il che completa la dimostrazione. O

In modo perfettamente analogo a quello appena mostrato, si dimostra che per b € N la mappa b—
adica Ty : [0,1) — [0,1) definita come Tp(x) = br mod 1 & misurabile, conserva la misura di Lebesgue
ed ¢ ergodica rispetto ad essa. Nel seguito diventera chiara I'importanza di questi risultati?.

1.2 Teorema ergodico di Birkhoff ed applicazione al problema di Gelfand

Il teorema di Birkhoff rappresenta una delle pietre miliari della Teoria Ergodica ed ¢ alla base della
maggior parte delle recenti applicazioni alla Teoria dei Numeri. Ne ricordiamo I’enunciato.

TEOREMA 1.3 (BIRKHOFF) - Sia (X, F,u,T) un sistema dinamico ergodico. Allora ¥V f € L}, si ha che

lim —Zf ok Lo X /fdu (6)

N—oco N

Nel seguito verranno analizzate alcune delle principali applicazioni del teorema di Birkhoff alla Teoria
dei Numeri. Per cominciare, si consideri il seguente problema, noto come problema di Gelfand: data
la successione numerica (2"),¢cn, determinare la probabilita che la prima cifra dell’ n-esimo termine
della successione sia k € {1,2,...,9}. Evidentemente, la prima cifra di 2" ¢ eguale ad un numero
ke€{1,2,...,9} se e solo se 3m € Ny tale che k10™ < 2" < (k + 1)10™ o equivalentemente se

m+logigk <nlogyn2 <m+logo(k+1) < {nlog,2} € Ty = [log, k,logyo(k + 1)),

essendo |nlogyy 2| = m. Posto a = log,, 2, si trova che la successione delle parti frazionarie ({na}),en
non ¢ altro che lorbita in avanti (’)+ (0) del punto » = 0 mediante la rotazione circolare R,. In
definitiva, interpretando la probablhta come il limite di una frequenza relativa, si trova che

Z(AmeNg : 2" € [k10™, (k+1)10™)) = ngn %Card {o<n<N:{na} e}

1 N-1 (7)
:]\}iinooNCard{OSn<N : RL(0) € Ii} = hm —szk R2(0)),

3 Altrettanto raffinatamente, I’assurdo puo essere costruito andando a considerare il lemma di Riemann—Lebesgue, grazie
al quale limy, 0 cn| =0 & Si noti che il lemma & qui applicabile dal momento che £2([0,1)) C £} ([0, 1)).

48i noti che Pergodicita di T» rispetto alla misura di Lebesgue, 1mphca 1n partlcolare Iergodicita della mappa logistica
fa:[0,1] = [0,1], fa(x) = 4x(1 — x) rispetto alla misura invariante ps, (A) = = fA [¢(1 —)]~1/2dz, dove A & un insieme
misurabile secondo Lebesgue. To ed f4 sono infatti topologicamente semi— comugate (vedl Appendlce A).



dove xz, : R — {0,1} ¢ la funzione indicatrice dell’intervallo Zj e vale uno se x € Zj, e zero altrimenti’.
Poiché log,,2 € R\ Q, la mappa di rotazione circolare R, ¢ ergodica rispetto alla misura di Lebesgue
ed & quindi possibile applicare alla (7) il teorema di Birkhoff, grazie al quale si ha che

1
Z(AmeN : 2" € [k10™, (k +1)10™)) = / Xz, d A = MNTi) = logy, (1 + k:) (8)
[0,1)

quasi ovunque in [0,1). La distribuzione trovata e la ben nota legge di Newcomb—Benford o legge
della prima cifra, scoperta nel lontano 1881 da Simon Newcomb in modo alquanto accidentale® e in
maniera indipendente nel 1938 da Frank Benford. Alquanto sorprendentemente, la legge di Newcomb—
Benford trova applicazione in molte discipline ed in particolare in Teoria della Complessita.

2 Alcune applicazioni alla Teoria dei Numeri

2.1 Distribuzione uniforme modulo uno e teorema di equidistribuzione

In Teoria dei Numeri, alcuni importanti teoremi appartenenti alla branca della Teoria delle Approssi-
mazioni Diofantine caratterizzano le proprieta di densita di certi insiemi numerici rispetto ai numeri
reali. Il teorema di approssimazione di Dirichlet, ad esempio, mostra che I'insieme dei numeri razionali
¢ denso in R e che i numeri irrazionali ammettono infinite approssimazioni razionali; formalmente:

= p’ < (9)
q q

1l teorema di Kronecker, invece, generalizza il precedente risultato affermando che se n € Ne £ € Q\ R,
la successione delle parti frazionarie ({nf}),en € densa sull’intervallo unitario. Lo studio quantitativo
di quest’ultima proprieta vien fatto introducendo il concetto di distribuzione uniforme modulo 1. Una
successione di numeri reali (x,,)nen si dice uniformemente distribuita modulo 1 se la successione
delle sue parti frazionarie ¢ equidistribuita sull’intervallo unitario, ovvero se Vo, con 0 < a < 5 < 1,

gER\Qa VpaQEZ, q7é0 (§] mcd(p,q):l =

P ({2} € [0.5)) = Jim %Card{l <n<N:{z}elmp)=p—a (10)

Un notevole risultato in questa teoria & il criterio di Weyl, secondo il quale la successione (2, )nen
¢ uniformemente distribuita mod 1 se e solo se una delle condizioni equivalenti di seguito ¢ soddisfatta:

@) VIER(.D). Jin 5 3 fad) = [ f@)de (1)
n<N

(ii) VmeZ\ {0}, Nngloo% S e(man) =0. (12)
n<N

Si noti che in (i), R([0, 1)) indica lo spazio delle funzioni integrabili secondo Riemann su [0,1) ed in (i)
si & adoperata per semplicita la notazione e?™*@» = e(x,,). Dai criteri di Weyl discende il seguente

TEOREMA 1.4 (EQUIDISTRIBUZIONE) - (nf)nen € uniformemente distribuita modulo 1 <= 6 € R\ Q.

Dimostrazione. La doppia implicazione ¢ immediata. Sia (x,),en uniformemente distribuita modulo 1
e per assurdo 6 = %, p,q € Z, q # 0; allora la relazione (12) ¢ soddisfatta Vm € Z \ {0} e quindi anche
per m = ¢, nel qual caso e(mnf) = 1 da cui assurdo . Viceversa, sia § € R\ Q: allora Vm € Z\ {0},
le(mB)| # 1 e quindi |e(m#)| € [0, 1); la formula per le somme geometriche completa la dimostrazione

fim % Z [e(mQ)}n =e(mf) lim iw

=0. ]
i N—oo N 1 —e(mb)

5Va osservato che Xz, & sommabile nel senso di Lebesgue sull’intervallo [0, 1).
6Si narra, infatti, che lo scienziato scopri tale distribuzione osservando 1'usura delle pagine dei libri contenti le tavole
logaritmiche: le pagine in cui i valori dei logaritmi iniziavano per 1 erano molto piu usurate delle altre.



Applicando il teorema 1.4 alla successione (nlog;y2),en associata al problema di Gelfand, si ritro-
va nuovamente la legge di Newcomb—-Benford, precedentemente dedotta adoperando la teoria ergodica.
Cio non € un caso: il teorema 1.4, infatti, & una conseguenza diretta del teorema ergodico di Birkhoff
applicato alla mappa di rotazione circolare” Ry(0). Cid esprime un primo, evidente legame tra le pro-
prieta dinamiche di una mappa e le proprieta numeriche della successione ottenuta iterando la stessa in
corrispondenza di un’assegnata condizione iniziale.

2.2 Serie di Vinogradov e distribuzione dei numeri primi

Straordinariamente, le proprieta della serie di Weyl (la serie di esponenziali (13)) permettono di dedurre
alcune informazioni sulla distribuzione dei numeri primi. Dal criterio di Weyl segue che la convergenza
delle somme esponenziali ) _\ e(mz,) riflette la natura della distribuzione di (z,)nen modulo 1;
non solo, ¢ anche possibile dedurre informazioni sulla natura casuale degli elementi della successione.
Si dimostra, infatti, che se (z,)neny © una successione di variabili casuali linearmente indipendenti
distribuite uniformemente modulo 1 vale, quasi ovunque, la legge del logaritmo iterato | ]

limsup ——oun—oo =1,
N—oo /2N log(log N)

Questo fatto pero non esaurisce le possibili ragioni del perché una successione sia distribuita uniforme-
mente modulo 1: la successione (né),en con £ € R\ Q, ad esempio, & uniformemente distribuita modulo
1 ed & una sequenza molto regolare dal punto di vista deterministico. L’unico modo per chiarire la
natura della successione in esame ¢ quello di ottenere una stima esplicita per la somma di Weyl.

Cio suggerisce la possibilita di ottenere informazioni sulla distribuzione dei numeri primi attraverso
lo studio della convergenza della somma di Weyl Sy (§) estesa all’insieme dei numeri primi:

Sn(€) =D elépn), EER\Q (14)

n<N

m e Z\ {0}. (13)

La serie ad essa associata prende il nome di serie di Vinogradov. L’idea ¢ quella di applicare il
criterio di Weyl alla relazione (14) e cio¢ dimostrare che Vm € Z \ {0}, Sy(m&) = o(N); una stima
esplicita di Sy (m&) permetterebbe allora di capire se dietro alla successione (p,,)nen insiste una rego-
larita deterministica oppure un’irregolarita stacastica. Tale stima e contenuta nella dimostrazione di
Vinogradov (1937) della congettura debole di Goldbach, secondo la quale ogni intero pari suffi-
cientemente grande puo essere scritto come somma di tre primi®. Grazie alla sua stima, Vinogradov fu
inoltre capace di dimostrare che se p/q & un’approssimazione razionale® di ¢ tale che m.c.d.(p,q) = 1 e
1€ —p/ql <1/(qQnN), dove ¢ < Qn = N/(log N)* ed A & una costante arbitraria, allora [ ]

N/¢(q) seq < (logN)”, (15)
N/¢(q)—|—N/(logN)A/2_4 seq>(logN)A.

dove ¢(n) ¢ la funzione totiente di Eulero. Grazie alla (15) si puo concludere che (€p,)nen € uni-
formemente distribuita modulo 1 (£ & irrazionale, dunque ¢(q) — oo per N — 00), ma non si pud
trarre alcuna informazione utile a capire la natura della distribuzione dei numeri primi: non & nota,
infatti, una formula esplicita per il limite inferiore di |Sy(£)]. Si congettura che essa sia proporzionale
a VN, il che sarebbe la prova di un comportamento casuale. A sostegno di tale conclusione si pud
dare un’interpretazione grafica: si costruisce la poligonale £(x) associata alla successione x = (zp)nen
i cui vertici corrispondono ai punti zy = ), -y e(z,) (N > 0) del piano complesso. Per il criterio di

Sn(§) <

"La dimostrazione sfrutta lo stesso ragionamento adoperato nella risoluzione del problema di Gelfand: partendo dalla
definizione (10), si identifica I’ n—esima parte frazionaria della successione come 1’ n—esima iterata della mappa Rg; per
0 € R\ Q, Ry & ergodica e quindi dal teorema di Birkhoff segue I’assunto del teorema 1.4.

811 lavoro di Vinogradov resta il pitt importante passo ottenuto verso la dimostrazione della congettura di Goldbach.

9La cui esistenza & garantita dal teorema di Dirichlet.



Weyl, se x ¢ uniformemente distribuita modulo 1, zy = o(N) e quindi la curva £(x) non si discosta
molto dall’origine. Dal tipo di andamento di £(x) & possibile comprendere il carattere della distribuzione.
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In figura sono riportati alcuni esempi | J:in (a) : (vV2n),
strutturate, segno della natura deterministica della distribuzione'®; in (c) : (v/2pn)n, invece, il carattere
della poligonale & tipicamente casuale (browniana all’apparenza); per confronto, in (d) : (Lévy(n)v/2),
¢ riportata una successione distribuita casualmente con distribuzione di Lévy.

2.3 Numeri normali e teorema di Borel

Un altro punto di contatto con la Teoria dei Numeri e contenuto nello studio della proprieta di normalita.
Ogni = € R ammette sempre una rappresentazione in base b € N (rappresentazione b—adica) della forma

a
ac:Zb—Z, ap = |z] €Z, a,€{0,1,...,b—1}. (16)
neNy

Tale rappresentazione ¢ unica Vx € R a meno dell’insieme di misura nulla corrispondente ai numeri
razionali, per i quali la (16) & eventualmente periodica'!. Diremo allora che un numero z € R &
normale in base b se ogni combinazione di k € N cifre (a1aa ... ay) con oy € {0,1,...,b—1} appare

nell’espansione b—adica di © = ag.a1as ... ay, ... con la stessa frequenza, ovvero se Vk € N

. 1 1

3”((an ceilpyp—1) = (a7 ..ak)) = ngnoo NCard {n<N:a,=0q, ..., Qntk-1 = Qg} = i (17)

108i dimostra che la successione (énlogn),en, € € R\ Q, & uniformemente distribuita modulo 1. Tl carattere a spirale
di £(n — &nlogn) evidente in figura & dovuto alla lenta crescita del logn: localmente la curva si comporta come se fosse
associata alla successione (nEn)n, dove Eny =~ {log N mod 1, per n ~ N. La curva appare allora come un succedersi di
piccole spirali collegate tra loro da linee quasi rette, corrispondenti ai valori di N per cui {5 =~ 0 mod 1.

118i pensi, ad esempio, alla formula di somma per la serie geometrica, dalla quale si dimostra essere 0.9 = 1, il che
costituisce un controesempio all’unicita della rappresentazione b—adica per gli elementi di Q.



Si noti che per la proprieta di normalita e sufficiente considerare la parte frazionaria di x; possiamo
quindi restringere il nostro interesse a numeri x € [0, 1) senza perdere in generalita.
Si potrebbe pensare che I'insieme dei numeri normali sia poco popolato ed invece vale il seguente

TEOREMA 1.5 (BOREL) - Quasi ogni numero reale é normale in ogni base b € N.

Nella dimostrazione originaria, Borel adopera un potente strumento della Teoria delle Probabilita,
noto come lemma di Borel-Cantelli. Qui, invece, si vuol dare un’interpretazione dinamica del teorema.
A tal proposito, si consideri la mappa di raddoppiamento 7% : [0,1) — [0, 1) riscritta nella forma

0 se0<ax<1/2
To(x) =22 mod1l =2z —a; dove a=a(z)= se0sz<l/
1 se1/2 <z <1,
dalla quale z = 3(a; + T»(z)); chiaramente, T5(z) pud essere scritta in termini delliterata seconda

0 se 0 < Ty(x) <1/2,

Tz?(g;) =2Ts(x) mod1l = 2Ts(x) —agy dove az = (ajoTh)(z)= {1 se 1/2 <Ty(x) <1,

di modo che z = }[a; + 3(az + T5(z))]. Procedendo per induzione, si ottiene l'espressione

5 n
:E:Z%Jr 2 () = x:ZZ—n, an=a; 0Ty neN, (18)
k<n neN

essendo T3'(z) € [0,1). Si scopre allora che l'espansione binaria di un numero z € [0,1) puo essere
costruita per mezzo della mappa di raddoppiamento e che, in particolare, la rappresentazione x =
0.a1a3...a, ... non € altro che una dinamica simbolica. Si puo dimostrare, infatti, che la mappa 15 e
la shift-map (in avanti) o : 35 — ¥a, dove X5 = {0, 1}, sono topologicamente semi—coniugate. Inoltre,
va osservato che T opera proprio come una shift—-map sulle cifre dell’espansione binaria di x, infatti

xZZ;LZ = Tz(x)ZQiZ% mod1:<a1+§:2n1>m0dlzza;:1’ (19)
n=1

n=2 neN

avendo effettuato il cambio di indice n — n—1. Un discorso perfettamente analogo puo essere effettuato
per la rappresentazione b—adica di « € [0,1) adoperando la mappa b-adica T} : [0,1) — [0,1), sicché

0 se 0 < Ty '(z) < 1/b,

1 se 1/b < T '(z) < 2/b,

J::Zb—n, an=a; 0Ty ! = (20)

b—1  se(b—1)/b<Ty Ha) < 1.

Si chiarisce finalmente perché ci siamo prodigati per dimostrare ’ergodicita di 75 e quindi di Tp: gra-
zie a questa proprieta possiamo applicare il teorema di Birkhoff alla (17) e dimostrare il teorema di Borel.

Dimostrazione. Sia x € [0,1) e b € N la generica base in cui x & rappresentato. Si consideri il blocco di
k € N cifre (jag ... ax), a; € {0,1,...,b— 1}. Per dimostrare la (17) partiamo dal caso k = 1: dalla
(20) segue che a, = a1 o T} ' =a & T} '(z) € [¢, %) = I(a) e quindi

b7 b
P(an = ) —]\}gnoo—Card{n<N —a}:]\}gnoo—Card{n<N T ' (2) € Z(a) }
| XN
. n— 1
=l 2 e (@) —&%:wa 7 @)



Ma T}, & ergodica rispetto alla misura di Lebesgue A su [0, 1) e quindi, per il teorema di Birkhoff,

1
.o.su [0,1) 1
Pa, =a)= lim — g XZ(a) Tb )i:/o XI(a)d)\:/\(I(a)):g.

N—oco N

Per k € N generico, l'intervallo [0, 1) & suddiviso in b* sottointervalli e la condizione (aj ...a,) =
(@ny ... antgp—1) € soddisfatta se Tb"_l(a:) € [z%k’ “;,;1) =:Z(a, k), dove o := a1 b¥ =1 + .- + ay; per cui

1

.0.su [0,1)
P((an- . ansr-1) = (o1...ax)) = lim — Z Xz(oy (T} () L2 o

N—oco N

Sebbene sia noto che la maggior parte dei numeri reali &€ normale in ogni base, risulta incredibilmente
difficile provare la normalita di un numero assegnato. Ad oggi si sa solo che la costante di Champernowne

0.1234567891011121314 .. ..
¢ normale in base decimale (D. G. Champernowne, 1933) ed in base 2 [ ], mentre
0.235711131719232931 ... .,

nota come costante di Copeland—FErdds, € normale in base decimale (A. H. Copeland e P. Erdds, 1946).
Non si sa nulla perd su alcune note costanti matematiche come 7,log 2, {(3) o V2, la cui normalita resta
ancora una congettura; in particolare, si pensa che ogni irrazionale algebrico sia normale in ogni base
[ ]. Si sa, invece, che la costante di Nepero ed ogni numero appartenente all’insieme di Cantor
¢ :={xel0,1] : x =3 ya37", a, € {0,2}} non & normale in base 3 nel senso di Borel (il che
implica, ad esempio, che ogni x € € & necessariamente razionale o trascendente).

Grazie al teorema di Borel si possono descrivere alcune proprieta nascoste della dinamica simbolica
associata alla rappresentazione binaria (18). Se z € [0,1) & normale nel senso di Borel, allora {a, =
(a1 0T5 1) ()} nen © un insieme di variabili casuali discrete, statisticamente indipendenti ed ugualmente
distribuite con distribuzione uniforme 2 (a,, = {0,1}) = 1, avente ciascuna valor medio e varianza

2
vP(a, =v 1 v — FEla,])" Z(a, =v 1
g[an] _ ZUGE'z ( ) =, /7/[(1,“] _ ZVGE2 ( [ D ( ) —_——
Zyez2 P (an =v) 2 Zyezz P(an =v) 4
Si puo allora applicare ad Sy :=ay + -+ + ay il teorema del limite centrale, di modo che | ]

Y [an]N N/4

[ efan ey
— e” 7 dt. 21
V2T J_so

L’importanza di questo risultato risiede nell’evidenziare ’esistenza di un legame tra la proprieta di
ergodicita (o di mixing'?) di una mappa e la distribuzione asintotica delle sue iterate. Questo intimo
legame tra proprieta caotiche e probabilistiche ha ispirato (e continua ad ispirare) il lavoro di numerosi
matematici (tra i quali spicca Y. G. Sinai). In particolare, in un articolo del 2008 di M. C. Mackeya e M.
Tyran—Kaminskab intitolato “Deterministic Brownian Motion: The effects of perturbing a dynamical
system by a chaotic semi—dynamical system” si dimostra che se la mappa ¢ mixing'? rispetto alla misura
conservata su tutto lo spazio di definizione, allora la distribuzione di probabilita della variabile

N

1
e (gOT")(x), « €R§7

n=0

Y=

costruita a partire dalle iterate 7" (z) per mezzo di una funzione liscia g : R — R* di valor medio nullo,
tende ad una gaussiana.

128i dimostra che la mappa b-adica & fortemente mixing rispetto alla misura di Lebesgue su [0, 1) (vedi appendice A).
13In realta, Iipotesi adoperata & pilt probabilistica: si richiede, infatti, che le iterate siano asintoticamente indipendenti.



3 Proprieta statistiche ed ergodiche della ( di Riemann

In questa sezione verranno descritte alcune tra le piu recenti applicazioni della Teoria Ergodica dei
Sistemi Dinamici alla funzione zeta di Riemann ed, in particolare, all’ipotesi di Riemann.

Vari libri trattano egregiamente la storia della funzione zeta'#; tuttavia, per questioni di brevita,
descriveremo solo alcune nozioni tecniche ad essa associate. Per £(s) > 1, ((s) € definita come

%ns Hli (22)

Esistono vari modi per prolungare analiticamente la funzione ( oltre il semipiano di assoluta convergenza:
uno di essi & associato a quella che & oggi nota come equazione funzionale di Riemann'®

ﬂ*%r(g) g(s):ﬁ?‘*r(l;) ((1-s), VseC. (23)

Le precedenti espressioni forniscono importanti informazioni sugli zeri della ¢: dalla (22) risulta
evidente che ((s) non ammette alcuna radice per R(s) > 1, mentre dalla (23) si trova che ((s) si annulla
su R(s) < 0 in corrispondenza dei cosiddetti “zeri banali” s = —2n, n € N'6. Di conseguenza, gli unici
zeri non banali di ((s) devono giacere all'interno della cosiddetta “striscia critica” 0 < R(s) < 1; inoltre,
per via della simmetria della (23) rispetto allo scambio s — 1 — s e poiché ((3) = ((s), gli zeri non
banali si distribuiscono simmetricamente rispetto alla “retta critica” R(s) = 3. Una stima del numero
N(T) di zeri non banali p = 8+ 2y con 0 < v < T & dato dalla formula di Riemann—von Mangoldt

T T
N(T) = —log — + O(TlogT), (24)
2T 21
dedotta da Riemann nell’opera del 1859 per 5 = 1/2 e successivamente generalizzata da von Mangoldt
a valori di 8 € [0,1). Riemann lavord a lungo sulla funzione v — ¢ (% + z'y), giungendo ad ipotizzare che
tutti gli zeri non banali giacciono sulla retta critica, il che equivale (per simmetria) ad affermare che

1

C(s)#£0, VseC : R(s) > 7 (Ipotesi di Riemann)
Si suppone inoltre che tutti o quasi tutti gli zeri non banali della ¢ siano semplici.

Nei 161 anni trascorsi dalla pubblicazione dell’articolo di Riemann, eminenti matematici hanno ten-

tato, invano, di dimostrare I'ipotesi di Riemann. I loro lavori, tuttavia, hanno portato alla conoscenza

14 Ad esempio M. DU SAUTOY “L’enigma dei numeri primi” o J. DERBYSHIRE “L’ossessione dei numeri primi”.

1511 procedimento, introdotto da Riemann nel famoso articolo del 1859 | ], & sommariamente riassunto di seguito:
S e s_1 ,t t—mn’e e -1 77-rn x
F<§) = t2 dt 2702 rdpns x3 dz,
0
s b s Z 1
wffl"(f)((s) _abs.conv.: R(s)>1 / / z5- wx)d:v UJ e_ﬂn2x:7 (:B)—l],
2 2
neN
. . . 1 1 1 1
6(z) = funzione Theta di Jacobi : w | =)= 5 0(—)—1| = Vaw(z) + 5 (Vz-1),
T T

(o= [T e o

L’ultima espressione & ben definita Vs € C ed ¢ invariante rispetto alla mappa s — (1 — s), da cui segue ’equazione (23).
161nfatti, tenendo presente la soluzione generalizzata di Eulero del problema di Basilea e I’espressione per la funzione T

2271,71 !Bgn |ﬂ.2n

(2n)! ) r (1 - g) - (—1)n2n

¢(2n) = @n— D’

rispettivamente, si ha che il membro a destra della (23) & una quantitd finita per s € —2N. D’altro canto, la funzione
Gamma, prolungata analiticamente su R(s) < 0, ammette infiniti poli Vs € Z~. Pertanto, affinché I'(—n){(—2n) sia una
quantita finita, deve necessariamente essere ((—2n) =0, Vn € N.
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di interessanti informazioni: nel 1914 G. Hardy dimostro che infiniti zeri giacciono sulla retta critica e
sempre nello stesso anno H. Bohr ed E. G. H. Landau dimostrarono che quasi tutti gli zeri non banali
della ¢ sono arbitrariamente prossimi alla retta critica. Per i primi risultati quantitativi bisognera at-
tendere il 1974, anno in cui N. Levinson dimostro che almeno 1/3 degli zeri non banali giace sulla retta
critica; tale risultato fu esteso nel 1989 da B. Conrey ai 2/5 degli zeri'”.

Sempre nel suo articolo del 1859, Riemann descrisse ’esistenza di un profondo legame tra la distri-
buzione dei numeri primi e gli zeri della funzione {. In particolare, dimostrd che l'identita (22) pud
essere scritta equivalentemente nella forma [ ]

o) 1/n
L log ¢(s) = / J@aVdz,  J@):=Y M, (25)
S 0

n
neN

dove 7(z) rappresenta la funzione conta primi. L’equazione integrale (25) non & altro che la trasformata
di Mellin M della funzione J, la cui antitrasformata fornisce un’espressione di 7 in termini di ¢

It =M | 2owc(s)| (0 = 51 [ T g

271 Jo—roo
A questo punto, & sufficiente osservare che ((s) puo essere scritta in termini dei suoi zeri come | ]

elogQw—l—%’y s o/p
¢s) = 2(s— )T(1+3) 1;[(1_;)6/ ’ (26)

dove v = 0.5772156649. .. ¢ la costante di Fulero-Mascheroni. Esiste dunque un intimo legame tra la
funzione conta primi e gli zeri della funzione zeta, descritto dalla formula esplicita | ]

J(z) = Li(z) — Z (Li(z?) + Li(z'~7)) + /OO At log 2, Li(z) := /100 At (27)

p . t{t2—1)logt logt’

A questo punto entra in gioco 'ipotesi di Riemann. Si puo dimostrare che la formula esplicita (27),
troncata per valori di p tali che |y| < T, & equivalente alla seguente espressione | ]

by =s— 3 Zio {ZlogeD)’},  wl@) =Y Alw), (28)

pilyILT P nsz

dove A & la funzione di von-Mangoldt e vale logp per n = p* con k € N e 0 altrimenti'®. L’equivalenza
¢ dovuta ad un teorema, dimostrato da Chebyshev, per merito del quale risulta che | ]

m(z) = ﬁ’)g {1 +O (102;:5> } . (x> 0). (29)

Si scopre allora che per conoscere la distribuzione dei numeri primi & necessario saper calcolare la somma
in (28) estesa agli zeri non banali della ¢: il numero di zeri con |y| < T si conosce ed & dato dalla for-
mula di Riemann—von Mangoldt (24), non si sa perd come essi siano distribuiti lungo la striscia critica.
Sapendo che ((s) # 0 per R(s) = 1, nel 1896 J. S. Hadamard e C. J. de la Vallée-Poussin ottennero
(indipendentemente) una stima per la somma in (28), dimostrando la nota congettura di Gauss ¢ (x) ~
< mw(x) ~ %. Emerge quindi il ruolo che l'ipotesi di Riemann svolge nella Teoria dei Numeri Primi:
una dimostrazione dell’ipotesi di Riemann permetterebbe di ottenere una formula esatta per il calcolo
della somma contenuta in (28) e quindi l'esatta espressione descrivente la distribuzione dei numeri primi.

7In un articolo pubblicato nel 2010 dallo stesso B. Conrey, in collaborazione con H. M. Bui ed M. P. Young, & stato
dimostrato che pitt del 41% degli zeri non banali della ¢ hanno parte reale 1/2.

181’ introduzione della funzione di von Mangoldt ¢ dovuta al fatto che il procedimento adoperato per ricavare la (28)
verte essenzialmente sull’espressione associata alla derivata logaritmica della funzione (:

g = 3 A R s 1

s
C neN n
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3.1 Proprieta statistiche delle ordinate degli zeri non banali

Come prima applicazione della teoria illustrata nelle precedenti sezioni, si vuol studiare la distribuzione
delle ordinate degli zeri non banali della ¢. Il primo risultato in questo senso fu ottenuto da H. A.
Rademacher nel 1974 e successivamente generalizzato da G. A. Elliott (1972) e da E. Hlawka (1975). Ci
riferiamo qui al lavoro di questi ultimi, i quali dimostrarono (indipendentemente) il seguente

TEOREMA 1.6 - Le ordinate degli zeri non banali della { sono uniformemente distribuiti mod 1.

Dimostrazione. Vanno richiamati alcuni risultati: il primo, dovuto a E. G. H. Landau, ¢ il seguente

Z xpz—A(x)2£—|—O(logT) (x > 1),
0<~y<T T

dal quale, tenendo presente la formula di Riemann—von Mangoldt (24), segue che'®

1 1
- P
N(T) > @ SlogT (30)
0<~y<T

Poiché |22+ — 2f+| < gfle(z=Alosz 1| < 26 logz|3 — B ed essendo S € [0,1], si ha che

1 14, . zlogx
m Z |xz+7_mﬂ+v‘§ NI Z

0<~y<T 0<~<T

B - 31)

1
5|
Si noti che |8 — 1/2| non puo essere portato fuori dal termine di somma a meno che non si consideri

valida l'ipotesi di Riemann. Cio non e necessario, grazie al seguente risultato di J. E. Littlewood col
quale si dimostra che quasi tutti gli zeri non banali della ¢ sono addensati attorno alla retta critica:

2.

0<~y<T

1
8- 2‘ < TloglogT.

Inserendo quest’ultima nella (31) ed adoperando la formula di Riemann—von Mangoldt si trova che

1 1 loglogT 1 1 loglogT
— p2 T Py « 22 = — 2t == (32)
N(T) OQE;T ( ) logT N(T) Z og

avendo tenuto conto della relazione (30) e della proprieta di simmetria degli zeri non banali rispetto alla
retta critica. Allora, ponendo z = 2" con 1 < z € R e h € N, si deduce dalla (32) che

1 «— [(h
Tlgnoo ﬁ Ze (%fylogz) =0.

y=1
La successione {ify log 2} soddisfa il criterio di Weyl ed & quindi uniformemente distribuita mod 1. [

3.2 Proprieta ergodiche ed ipotesi di Riemann

Concludiamo con alcune recenti applicazioni della Teoria Ergodica alla funzione (. A tal proposito

richiamiamo 'unica trasformazione lasciata finora da parte: la mappa di Newton. Ricordiamo che essa ¢

la trasformazione T)s : R — R definita come T)r(0) = 0 per z =0 e Ty (z) = 3(z — 1) per z # 0 e che &

ergodica rispetto alla misura di probabilitd Par(4) = L [ A %. Si puo pensare di studiare ’andamento

o

198i adotta la notazione: f e g definite su X, g(x) > 0¥z € X; allora f(z) < g(z) < IC € RT : |f(z)| < Cg(zx), Vz € X.
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dei valori di {(s) lungo le rette ottenute fissando R(s) e facendo variare le ordinate immaginarie di s
rispetto alla trasformazione T)s. In particolare siamo interessati a calcolare la quantita

ngnoo—z}" o Tx, Fs() s z € R — ((s+12).

Si dimostra | | che la funzione F; ¢ integrabile rispetto alla misura di probabilita Py purché
R(s) > —1/2; si puod quindi applicare il teorema di Birkhoff, ottenendo I’espressione

N-1

lim —ZC s+ 1Tx(z)) Lo.nR %/RC(S—FZT)

N—oco N

T 1

dove 7 = Tar(x). Per quanto detto nel §1.1, I'integrale nella (33) puo essere interpretato come il valore
di aspettazione della funzione ( calcolata lungo un percorso casuale rettilineo (R(s) ¢ tenuta fissa)
distribuito secondo Cauchy®°. In un recente lavoro [ ], M. Lifshits e M. Weber hanno calcolato il
valore degli integrali (33) Vs € C : R(s) > —1/2; i risultati ottenuti sono riassunti nel seguente

TEOREMA 1.7 (LIFSHITS-WEBER) - Con riferimento alla formula (33), si ha cheVs € C: R(s) > —1/2

1 dr C(3+1)—5(227_5) se R(s) <1
= - — = 1 _
s) = W/RC(erzT)l_H_g C(s+1) = 535 ses=1+1ut, t R,
(s +1) se R(s) > 1

Infine, per s = 0 si ha che £(0) = lim,_,0 {(s) = — L, dove v ¢ la costante di Eulero-Mascheroni.

In particolare, il precedente teorema mostra che lungo la retta critica il valore di aspettazione & | ]

. 1 1 n q.o.su R 3 8 -
ngnooN;<<2+zTN(x)) »—~*—C<2> 5= 005429,

il che si puo interpretare affermando che quasi tutti i valori della ¢ lungo la retta critica sono mediamente
piccoli. Si puo far vedere | ] che cio & collegato all’ipotesi di Lindelsf, secondo la quale

1
¢ <2 + Zt) < t° (t — 00). (Ipotesi di Lindelof)

Sorge una domanda: perché tanto interesse a calcolare i valori di aspettazione di { lungo un percorso
casuale di Cauchy sulla retta critica? La risposta, alquanto affascinante, & legata all’ipotesi di Riemann.
In un articolo apparso nel 1999, M. Balazard, E. Saias ed M. Yor dimostrarono che

1 / log [¢(s)| ’ p
ds| = E log
21 Jp=1  IsP? I L—p

R(s)>1

; (34)

per cui l’ipotesi di Riemann é vera se e solo se lintegrale in (34) é zero. Cid puo essere messo in relazione
con le considerazioni precedenti osservando che Uintegrale in (34) & proprio il valore di aspettazione di
log }C + zt)| rispetto ad un cammino casuale di Cauchy. Infatti, ponendo ¢ = 7 nella (34), si trova che

/1 /1 ¢ 1+1 dr
e |1+Zty Tae BP\2 T2 )T

La (34) garantisce l'integrabilita di log |( + 15 ZT)| su R rispetto alla misura di probabilita Py ed e
quindi possibile applicare il teorema ergodlco di Blrkhoff, ricavando il seguente

2ORicordiamo che la densita Thr—invariante par(7) = ﬁ & proprio la funzione densita di probabilita associata alla
distribuzione di Cauchy. Si noti che si parla qui di cammino casuale in quanto le variabili casuali in questione sono
associate ad una mappa e quindi seguono un processo stocastico deterministico.
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TEOREMA 1.8 (BALAZARD—SAIAS—YOR) - Sia dato il sistema dinamico ergodico (R, B, Par, Ty). Allora

; (35)

1 1 n 0.1 R

R(p)>3

1 N-1 p
lim — 1 —
N1~>oo IN Z;) o8 1—p

in particolare, l'ipotesi di Riemann é vera se e solo se entrambi i termini si annullano q.o. in R.

Una verifica computazionale del teorema 1.8 & a sostegno della validita dell’ipotesi di Riemann.
Scegliendo, ad esempio, come condizione iniziale = 42, si trova infatti che | ]

10
1 1 1
i S lg ‘c (2 + 2@,(7(42)) ’ = —0.0000445327 . . ..
n=0

4 Conclusioni e sviluppi futuri

Il quadro che traspare dai risultati esposti in questa relazione ¢ senz’altro affascinante: la Teoria Ergodica
dei Sistemi Dinamici incontra in modo pressocché naturale la Teoria dei Numeri. La “dimostrazione
ergodica” del teorema di Borel, ad esempio, da risalto al delicato legame esistente tra proprieta dinamiche
e proprieta numeriche, cosi come 'interpretazione ergodica dell’ipotesi di Riemann.

Ci sono poi due risultati semplicemente sorprendenti: il limite gaussiano della distribuzione delle
iterate della mappa di raddoppiamento e I’andamento caotico delle poligonali associate alla somma
di Weyl estesa ai numeri primi. Entrambi gli argomenti potrebbero avere un’interpretazione fisica: il
teorema del limite centrale ed i processi di diffusione sono, infatti, fortemente collegati alla Meccanica
Statistica ed hanno entrambi dei profondi punti di contatto con il concetto di entropia.

Potrebbe allora la Teoria Ergodica fornire un punto di partenza per la ricerca di applicazioni della
Teoria dei Numeri alla Fisica Statistica?
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A Proprieta di ergodicita e di mixing della mappa di Ulam

Lo studio delle proprieta della mappa di raddoppiamento permette di dedurre alcuni importanti risultati
associati alla mappa di Ulam?'. Cio ¢ dovuto al fatto che Th(-) : ¥ € T — (29 mod 27) €
T ed fu(-) : 2 € [0,1] — 4x(1 — z) € [0,1] sono topologicamente semi-coniugate | |: infatti,
l'applicazione h(-) : 9 € T + sin®¥ € [0,1] ¢ tale per cui ho Ty = f4 o h. Questa proprieta consente
di dimostrare, ad esempio, che f; € caotica nel senso dato da Devaney a partire dalla dimostrazione
(ben piu semplice) di caoticita di T5. Nello stesso spirito, avendo provato che Ty ¢ ergodica rispetto alla
misura di Lebesgue, possiamo concludere che f; é ergodica rispetto alla misura di probabilita invariante
ad essa associata. 1l problema ¢ determinare tale misura. A tal fine, sia pp,(¥) = % la densita (di
misura) di probabilita Th—invariante normalizzata (pit brevemente, densitd Th—-invariante) e con py,
la densita fs—invariante da determinarsi. Le due densita sono definite a meno del cambio di variabile
x = sin? ¥ dato dalla coniugazione topologica, ovvero [ ]

o (0@) = 0@ @) & pr(9) d0() = pp, () d. (36)
Restringendo h all'intervallo [0, %] si ha che ¥ = arcsin(z'/?) e quindi dv = L[z(1 — z)]"/2da;

' 92 2
sostituendo nella (36) e richiedendo che f[o 1] Pfa (x)dx =1 si trova la quantita cercata

1 1 1 dz
pf4(x):;7{1}(1—$) = Hf4(A)=; Aiﬁ(l—x)’

dove A € B e B ¢ una o-algebra di Borel di [0,1]. Pertanto, il sistema ([0,1], B, ity,, f1) € ergodico.
Possiamo ora dimostrare che f; ¢ fortemente mixing rispetto a uy,. Per cominciare, ricordiamo
che una trasformazione T : X — X p—conservativa sullo spazio di probabilita (X, F,u) & fortemente
mizing rispetto a u se e solo se VA, B € F, limy, 00 (T~ "AN B) = u(A)u(B). Come per la proprieta
di ergodicita, bastera verificare che Ty ¢é fortemente mizing rispetto alla misura di Lebesque X | ]

(37)

Dimostrazione. Sia To(x) = 2z mod]1 agente su ([0, 1), B, A) ed A, B due sottointervalli Boreliani di—adici

) 1
) 1e€N, 0< k<2, B:[l,,l+.
207 2

A [k kE+1

—, — jeEN, 0<1<2,
9i oi )j =

Questa scelta non riduce la generalita della dimostrazione: si dimostra infatti che ogni X € B puo essere
scritto come unione finita di intervalli di—adici. Si consideri quindi la preimmagine di A sotto T5

k k+1 k L k+1 1
9i+1’ i+l 2

—1 o L
T, A[ 2i+1+2’ 9i+1 +2

Come si puo notare, Ty 1A consiste in 2 intervalli di ampiezza 1 /2+1 separati tra loro della quantita
¢(1) = 1/2; procedendo per induzione, si trova che T, ™A consiste in 2" intervalli di ampiezza 1/2/T"
separati della quantita ¢(n) = 1/2™. Pertanto, osservando che Ty "AN B # @ per j < n e che il numero

di intervalli di 75, ™A contenuti in B & %f)) =2n7J | ], si ottiene che
. 11
AITTMANB) = 2" = o = AAA(B),
il che completa la dimostrazione. O

21 si riferisce alla mappa logistica in corrispondenza del parametro di controllo A = 4. Storicamente, lo studio di una
delle proprieta analizzate in questa sezione viene fatto risalire ad alcuni preliminari lavori condotti negli anni cinquanta
da von Neumann ed Ulam e per tali ragioni la trasformazione f4 & spesso indicata come mappa di Ulam.
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B L’operatore di Perron—Frobenius

L’evoluzione temporale delle densita nello spazio delle fasi ¢ descritta da un operatore lineare ., noto
come operatore di Perron—Frobenius. Per una trasformazione T': X — X, la definizione di .Z ¢
data in termini dalla relazione di ricorrenza p, 1 = -Z£p,, dove p, indica la densita al passo n. Nel caso
unidimensionale, indicando con A = (a, 8) un aperto di R ed imponendo che la probabilita a ciascun
passo risulti conservata, ovvero che [, ppy1(x)da = [, , pn(x)dz, si ha che [ ]

/Bpm(m)dx:Z /T" Y ) de MZ/B’M@, (38)

~ |17 (@) (75 ()]
dove la somma ¢ estesa all’insieme numerabile {7, («, )}, di preimmagini la cui unione costituisce
T~ (a, B). Poiché la (38) deve essere valida per a e 3 arbitrari, si trova che

T ) o~ AT ) plx)
pn—i—l(y) = ; m = fp(y) = ; m = IGTZl(y) m (39)

L’operatore di Perron—Frobenius ¢ estremamente utile nella ricerca delle densita invarianti associate
ad una data trasformazione T'. Tali densita, infatti, possono essere ottenute risolvendo ’equazione fun-
zionale pr(y) = ZLpr(y) ovvero determinando i punti fissi dell’operatore £ nello “spazio delle fasi”.
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