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Quantistica ed introdurre il lettore ad alcune tecniche di uso comune in Fisica Matematica.
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1 Assiomi fondamentali della Meccanica Quantistica

Sia S un certo sistema fisico; esso puo in generale essere definito come una porzione di universo isola-
ta, o al piu sottoposta all’azione di forze esterne note, sul quale € possibile compiere delle misurazioni
(osservazioni) di alcune particolari grandezze fisiche dette appunto osservabili. L’insieme delle osser-
vazioni di tutte le osservabili (o quanto meno delle osservabili fondamentali) caratterizza lo stato di
preparazione di S; lo stato, quindi, puo essere visto come la collezione delle distribuzioni di probabi-
lita di ciascuna osservabile. Agli stati ed alle osservabili si associano particolari enti matematici e tale
corrispondenza viene stabilita dalla teoria fisica: in particolare, in Meccanica Quantistica si assumono
alcuni assiomi fondamentali, detti di von Neumann. Ne presentiamo qui i primi quattro.

PriMO PoOSTULATO

Sia S un sistema fisico. Ad esso si associa uno spazio di Hilbert “degli stati” Hs complesso
e separabile (definito a meno di isomorfismi di spazi hilbertiani); in assenza di regole di su-
perselezione, ciascuno stato di S € caratterizzato da raggi di Hs.

E opportuno precisare il concetto di raggio di uno spazio di Hilbert. Siano (|¢1), [1)2)) € Hs due
vettori ket descriventi due “stati” di S. Secondo il principio di sovrapposizione, il ket |¢) = c¢1|1)+
caltpe) ((e1,¢2) € C, associati alle probabilita dei corrispondenti “stati”) puo descrivere ancora uno
“stato” di S (vedremo che esistono alcune restrizioni); nel caso in cui cid si verifichi si parla di una
sovrapposizione coerente di “stati”. Segue allora che se ) € Hs descrive un certo “stato”, il ket
alY) € Hs, a € C, descrive il medesimo “stato”. Uno stato, quindi, viene specificato da una classe
di equivalenza di vettori ket definiti a meno di una costante complessa di modulo unitario (dovuta
ad un’opportuna condizione di normalizzazione di |¢)); di conseguenza, gli stati di S sono in realta
rappresentati da raggi di Hs, ovvero da sottospazi unidimensionali di Hs identificati dai cosiddetti
(spazi) proiettivi' PHs. Pertanto, se & € PHs identifica uno stato di S, allora per ciascuna coppia di
vettori rappresentativi (|1), [¢)) € & con |[¢) # |¢'), risulta |[¢') = e?|1p), dove § € R. 1l fattore e? &
detto fattore di fase, non e un’osservabile ed infatti non compare mai nei prodotti scalari.

Il principio di sovrapposizione non puo pero essere applicato incondizionatamente. In certi contesti,
infatti, puo accadere che ad una sovrapposizione lineare di stati di Hgs non sia associato alcuno stato
fisico? di S. Formalmente, risulta che se &; € PHs1,& € PHs2e PHs1NPHs 2 = 3, e se inoltre Hg =
Hs1®Hs,2, il rappresentativo |¢) = %(WQ + |t2)) (con |11}, |1h2) due rappresentativi normalizzati di
&1 e & rispettivamente) pud non identificare alcuno stato fisico di S. Tali restrizioni prendono il nome
di regole di superselezione e sono dovute al fatto che Hg € piu propriamente suddiviso in settori di
superselezione: all’interno del medesimo settore il principio di sovrapposizione ¢ sempre valido, mentre
non lo & necessariamente se si considerano elementi di settori di superselezione distinti.

Si osservi ora che, in quanto proiettivo di uno spazio di Hilbert, PHs assume automaticamente una
metrica v : PHs X PHs — R. Ciononostante, va sottolineato che la coppia (PHs, ) non costituisce uno
spazio metrico nel senso usuale del termine in quanto, per definizione, PHs € lo spazio dei sottospazi
unidimensionali di Hs. La metrica v pud essere definita come segue: siano (£1,&2) € PHg, tali che
i corrispondenti rappresentativi |£1) e |¢3) abbiano norma unitaria; sia inoltre [(£1]£2)]% € [0,1] la
cosiddetta fedelta, caratterizzate (in un certo senso) la “somiglianza” tra i due stati®. Allora la metrica
indotta ¢ la cosiddetta metrica di Fubini—Study, definita come

v(&1,&2) := 2arccos v/|(€1|€2) |2 (1.1)

Prima di mostrare alcune proprieta della metrica di Fubini—Study, introduciamo due ulteriori postulati.

1Si dimostra che se cosi non fosse non sarebbe possibile spiegare ’esistenza dei fermioni.

2Cid si verifica, ad esempio, in Teoria Quantistica dei Campi, dove si & dimostrato impossibile ottenere delle
sovrapposizioni coerenti di autostati associati a autovalori distinti dell’osservabile carica elettrica.

3Si noti che la fedelta non & una metrica dal momento che non soddisfa la disuguaglianza triangolare.



SECONDO POSTULATO

Le osservabili di S sono descritte da operatori lineari autoaggiunti definiti su Hs, il cui
spettro o caratterizza l'insieme dei possibili valori ottenuti misurando le osservabili stesse.

TERZO POSTULATO

Sia & € PHs il raggio associato allo stato di preparazione di S e |¢) un suo vettore rapp-
resentativo. La probabilita che una misura di un’osservabile A su & dia come risultato un
valore contenuto nel sottoinsieme boreliano b della retta reale é data dall’espressione

(¥[Es(A)[¢)
@ly) 7

dove Ep(A) := quU(A) dE4(A) é il proiettore ortogonale appartenente alla famiglia spettrale
E(A) ={Ex(A) : be B} di A, essendo B = {b:b C R} una o-algebra di Borel di R.

Pa(bl§) = (1.2)

Consideriamo come sistema fisico un elettrone e supponiamo che 1'unica proprieta che lo caratterizzi
sia lo spin. In tal caso Hs ¢+ C? (anch’esso hilbertiano) e ad una generica coppia di suoi elementi
) < (¥1,92)T (con (¢1,92) € C), [¢) > (d1,$2)T (con (¢1,¢2) € C) si associa il prodotto scalare

(016) > @1, %) (31) = o+ Gaon

Sia quindi ¢ € P(C?) = CP! uno stato dell’elettrone®, 1)) un rappresentativo di norma unitaria di ¢ ed
A un’osservabile di §. Qualsiasi operatore autoaggiunto su un Hs bidimensionale si scrive come

A=al + Boy +vog + dos (o, 8,7,0) € R, (1.3)

.. . . . . . . |4 .
dove 01, 09,03 sono le matrici di Pauli associate alle componenti di spin®, definite come

0 1 0 —i 10
n=(0) 20 0) )

Una serie (teoricamente infinita) di misurazioni di A sullo stato £ permettera di ottenere il valor medio

(4) = (W|AR) = a + Blo1) + 7{o2) + 6(os), (1.4)

avendo scritto, per semplicita di notazione (-) = (-)¢ (convenzione che adopereremo da qui in avanti); si
noti che, essendo le o, hermitiane, (o) € R Vk. Vale, in questo particolare contesto, il seguente

LEMMA I - L’insieme dei valori di attesa ({o1), {02}, (03)) caratterizza univocamente lo stato & di S.

Si prova inoltre che (o1)2+(02)2+(03)? = 1, qualunque sia &; cio significa che la terna dei valor medi delle
metrici di Pauli su un certo stato di S identifica una sfera di raggio unitario di R?, detta sfera di Bloch.
Pertanto gli stati di S possono essere identificati come punti appartenenti alla superficie della sfera di
Bloch®, che corrisponde quindi a CP! (vedi nota 4). Quel che risulta & che la metrica di Fubini-Study
rappresenta una metrica naturale per la sfera di Bloch: la distanza ~y tra due stati corrisponde proprio
alla lunghezza d’arco di circonferenza massima associata ai relativi punti di CP'. In particolare, punti
diametralmente opposti della sfera di Bloch corrispondono a stati ortogonali di S.
Infine, enunciamo il quarto postulato, relativo all’evoluzione temporale.

4In tal caso il proiettivo di C2 corrisponde alla retta proiettiva complessa CP! la quale, se completata con il punto
all’infinito, identifica la definizione che si da della sfera di Riemann in geometria proiettiva.

51 parametri «, 3,7, d introdotti nella (1.3) sono noti una volta assegnata 1’osservabile.

6Pin precisamente, si ha che gli stati puri di S si dispongono sulla superficie della sfera, mentre gli stati miscela (ottenuti
come combinazioni lineari di stati puri) apparterranno invece ai diametri congiungenti due punti di superficie.



QUARTO POSTULATO

L’evoluzione temporale indisturbata del sistema fisico S dall’istante iniziale ty a quello finale
t é realizzata mediante una trasformazione di simmetria T(t,to) su Hs.

Il esso e riassunto il ruolo che i principi di simmetria e di invarianza hanno in Meccanica Quantistica.
Le leggi fisiche godono delle stesse proprieta di invarianza dello spazio—tempo in cui si inquadrano
i fenomeni osservati; in particolare, la probabilitdh Ps(A) che un evento A si verifichi nel sistema di
riferimento 3 deve essere uguale alla probabilita Psy (A) misurata in ¥, In accordo con il terzo postulato,
linvarianza Px(A) = Ps/(A) viene implementata richiedendo che la trasformazione T': ¥ — ¥’ conservi
le fedelta (e pil in generale i moduli quadri dei prodotti scalari) o, equivalentemente, la struttura metrica
di PHg, rispettandone le eventuali regole di superselezione. Una simile trasformazione prende il nome
di trasformazione di simmetria. Il legame di questi concetti con la dinamica di S € chiarito dal

TEOREMA (WIGNER) - Ogni trasformazione di simmetria T in uno spazio di Hilbert Hs puod essere
implementata attraverso un operatore unitario od antiunitario Uy tra i settori di superselezione di Hs.

In Fisica si ha spesso a che fare con gruppi connessi con continuita all’identita e cio obbliga 1-
operatore Ur ad essere unitario, piuttosto che antiunitario. Nel caso dell’evoluzione temporale di
un sistema isolato con hamiltoniano H, posto |¢(z,t)) = U(t, to)|¢(z,0)) & immediato verificare che
U(t,tg) = er =) goddisfa 1'equazione differenziale operatoriale 2hd; U(t,tg) = HU(t,to) con con-
dizione iniziale U(tg,to) = 1. Grazie al teorema di Stone, U(t,tp) ¢ ben definito ed H, ora inteso come
il generatore dell’evoluzione temporale, & autoaggiunto. Torneremo piu avanti sull’argomento.

1.1 Interpretazione di Born della funzione d’onda

Sia & = “spin 1/2” il sistema fisico in questione; S rappresenta, ad esempio, un elettrone “nudo”
(ovvero spogliato di ogni altra proprieta), oppure un quantum bit e cio¢ un registro di memoria binario
caratterizzato dagli stati | 1) e | ] ) associati rispettivamente ai valori 1 e 0. Si ha quindi che dimHgs =
dimC? = 2. Consideriamo il caso di un elettrone e supponiamo che esso sia confinato in una struttura
unidimensionale (essenzialmente un “filo quantico”) di lunghezza ¢. In meccanica classica saremmo
portati ad identificare il segmento di retta [0,¢] come lo spazio delle configurazioni del sistema; in
una trattazione quantistica, invece, siamo interessati ad L2 ([0, 4]), ovvero allo spazio delle funzioni di
quadrato sommabile sull’intervallo [0, ¢]. Esiste infatti un isomorfismo T : Hs — L2([0,¢]) che associa
a ciascun vettore di stato di Hs una funzione d’onda 1 € Ls([0,£]). Tale rappresentazione di Hs
costituisce uno spazio vettoriale, € dotato di prodotto scalare ed & completo; esso, quindi, & a tutti gli
effetti uno spazio di Hilbert ed il prodotto scalare su di esso definito ¢ dato dalla relazione

¢
(V1,12) 12/0 Py (@)he() da, Y1, 2 € La([0,4]). (1.5)

Dal momento che 1,19 € Ly([0, £]), il prodotto scalare (1)1, 12) & ben definito. Qual & I'interpretazione
fisica di Lo([0,¢])? Per rispondere, consideriamo una generica ¢ € Ly([0, £]) ed introduciamo la quantita

ooy = AL
=— ,

Jo lw(@)2da
La funzione p, cosi definita, ha le proprieta di una probabilita e puo essere interpretata come una
densita di probabilitd: in altre parole, la quantitd dw = p(x) d z rappresenta la probabilita di trovare

la particella nell’intervallo infinitesimo di estremi z, x + dx. Piu in generale, indicando con £ C [0, /],
la probabilita P(E) di trovare la particella nel sottointervallo £ sara data dall’espressione

PE) = [ olayda = [ oia)de.

| 2

L
p(+) :x €10,1], /o plr)dx = 1. (1.6)



Quest’interpretazione probabilistica della funzione d’onda fu proposta da MAX BORN nel 1926 in un
articolo intitolato “Zur Quantenmechanik der Stoffvorginge” ed € oggi nota come interpretazione di
Born. A tal proposito € interessante riportare cio che lo stesso Born affermo nel discorso tenuto alla
cerimonia di consegna del premio Nobel” nel 1954 e che da prova dell’immenso intuito di Einstein:

“...Again an idea of Einstein’s gave me the lead. He had tried to make the duality of particles
- light quanta or photons - and waves comprehensible by interpreting the square of the optical
wave amplitudes as probability density for the occurrence of photons. This concept could at
once be carried over to the V—function: ||* ought to represent the probability density for
electrons (or other particles). It was easy to assert this, but how could it be proved?”

Il precedente discorso puo essere esteso al caso di un elettrone confinato in un “pozzo quantico”
R(41,£2) = [0, £1] X [0, £2], nel qual caso esiste un isomorfismo che associa a ciascun vettore di |¢)) € Hgz2q
una funzione ¢ € Ly(R). Il prodotto scalare su Ly(R) & evidentemente definito come

(V1,1h2) = //R%(xhxz)?ﬁz(xhﬂfz)dxl d s, 1,92 € La(R).

La generalizzazione ad un “quantum dot” D(ly, €2 €3) = [0,¢1] x [0, £2] x [0, £5] & immediata.

1.2 Teoria di Pauli per particelle dotate di spin

. . . 2 2 2 . . . .
Sia ora & = “atomo di idrogeno” ed Hs = 22 + 21;3 — ‘r;m la Hamiltoniana associata. Al fine di
» .

caratterizzare lo spazio di Hilbert degli stati di S, € conveniente riportarsi alla risoluzione di un problema
% — %, dove p ed r corrispondono rispettivamente
alla massa ridotta del sistema elettrone-protone ed al vettore di posizione relativo tra i due e quindi
Hs — La(R3), ovvero lo spazio di Hilbert degli stati dell’atomo di idrogeno & isomorfo allo spazio di
Hilbert delle funzioni di quadrato sommabile su R3.

Sebbene corretta, tale descrizione & palesemente limitativa, in quanto non si presta a spiegare il
comportamento dell’atomo di idrogeno (ed in generale della materia) in presenza di campi magnetici; il
precedente modello, infatti, non fornisce alcuna descrizione dei fenomeni paramagnetici e ferromagnetici,
per i quali & necessario considerare anche lo spin dell’elettrone. Nel §1 abbiamo visto che per un “elettrone
nudo” (ovvero spogliato di ogni altra proprieta all'infuori dello spin) Hgpin1/2 — C? ed un generico
|¥)) € Hpin1/2 € rappresentato da uno spinore (coppie di numeri complessi). Pertanto, per tener conto
degli effetti dovuti allo spin dell’elettrone nell’atomo di idrogeno, bastera scegliere la rappresentazione

ad un corpo. In questo modo si ottiene che Hg =

Pauli

[V) —— (1(x), 2 (x))T, V1,19 € La(R?),

ed il prodotto scalare
2
Pauli —_—
wlo) 22 3~ [ 000 dx,
i=1

L’isomorfismo individuato dalla precedente scelta ¢ noto come “rappresentazione di Pauli” per particelle
a spin 1/2 ed & a sua volta isomorfo alla somma diretta di sottospazi di funzioni di quadrato sommabile®.
Pertanto, lo studio degli effetti dovuti all’accoppiamento del momento di dipolo magnetico pu, = —upo
(generato dallo spin dell’elettrone) con un campo magnetico B esterno puo essere effettuata risolvendo
in rappresentazione di Pauli I'equazione agli autovalori Hg|v) = E'|¢)), dove Hg = Hs — - B con Hg
opportunamente modificata tramite I’accoppiamento minimale®.

"MAX BORN, “The statistical interpretation of quantum mechanics”, Nobel Lecture, December 11, 1954.

8Pur essendo somma, diretta di spazi di Hilbert, ’H:’;’“‘” non ammette settori di superselezione (pili correttamente,
ammette settori di superselezione perfettamente sovrapposti) e dunque non esistono regole di superselezione. Uno spazio
siffatto & di grande utilita in meccanica quantistica supersimmetrica, un modello semplificato di teoria di campo.

90vvero la sostituzione p — P — %A, dove A ¢ il potenziale vettore e P & il momento canonicamente coniugato.



2 Teoremi fondamentali su spazi di Hilbert

In questa sezione rivedremo gli enunciati di alcuni importanti teoremi dell’analisi funzionale su spazi
di Hilbert e ne analizzeremo alcune applicazioni in Fisica. Gli spazi di Hilbert di maggior interesse
saranno spazi (separabili) infinito dimensionali. In tal caso, molte proprieta tipiche degli spazi finito
dimensionali non sono necessariamente garantite. Ricordiamo, ad esempio, la seguente

DEFINIZIONE (INDIPENDENZA LINEARE) - Sia V uno spazio vettoriale infinito dimensionale su un campo
K e {X,}nen una famiglia (un insieme con indice) infinita di vettori di V. Sia inoltre {uj,us,...uy}
una generica sottofamiglia finita di {x, },en. Gli elementi della famiglia sono linearmente indipendenti
su K se e solo se gli elementi di ogni sua sottofamiglia finita sono linearmente indipendenti su K.

Si ricorda che se {uy, ug, ... u,} sono elementi di V, essi sono linearmente indipendenti (su K) se e solo
se esiste in K una famiglia di elementi {ay, as,...,am} tali che se aju; + agus + - - - + au,, = 0, allora
ar, =0perk=1,2,...,m.

Esempi

o Si consideri I'insieme C°([0,£]) C Ly([0, £]). Sipud dimostrare che CO = Ly, ovvero C° & denso in Ly.

Tra le famiglie di elementi di C°(]0,¢]) si trovano le funzioni potenza {1,z,22%,...,2",...}; scelta
quindi un’arbitraria sottofamiglia finita {1,x,...,2"} e consideratane una combinazione lineare,
per il teorema fondamentale dell’algebra si ha che se ZZ:O apr® =0, ap =0 per k=0,1,...,n.

Dall’arbitrarieta di n segue che {"},en, ¢ una famiglia infinita linearmente indipendente.

2.1 Teorema del completamento e proprieta dei sottospazi
TEOREMA (COMPLETAMENTO) - Per ogni spazio prehilbertiano X esiste uno spazio di Hilbert H ed un
isomorfismo T : X =W, con W CH e W ="H. Lo spazio H é unico a meno di isomorfismi.

TEOREMA (SOTTOSPAZIO) - Sia H uno spazio di Hilbert ed Y un suo sottospazio. Si ha che:
1) Y ¢é completo se e solo se' Y ¢é chiuso in H;
w) se ) é finito dimensionale allora é completo;

w) se H ¢ separabile, lo ¢ anche'® Y.

2.2 Teorema della proiezione ortogonale

Sia H uno spazio di Hilbert ed ) un suo sottospazio. Indicheremo con Y+ ={y e H : y L Y}l
complemento ortogonale di ) in H; essendo Y sottospazio di uno spazio di Hilbert, si ha che (Y4)+ = ).

TEOREMA (DELLA PROIEZIONE ORTOGONALE) - Sia H uno spazio di Hilbert ed Y un suo sottospazio
chiuso. Allora H =Y ® Y+, owero¥xeH Ilxe) ¥ x—%ePt (oppure x =X+ 2z, z € yl).

Esempi

o (DECOMPOSIZIONE ORTOGONALE DI FUNZIONI D’ONDA)
Sia H = Ly(R?) lo spazio delle funzioni d’onda di particelle elementari e &2 : H — H un operatore
di parita, tale che Z[](r) = ¢(—r). Di conseguenza, si avranno funzioni d’onda pari se Z[¢|(r) =
¥(r) e funzioni d’onda dispari se 2[)](r) = —1)(r). Siano ora M = {y € L?(R3) : 2[Y](r) =
¥(r)} lo spazio delle funzioni d’onda pari e K = {1 € Ly(R?) : 2[](r) = —1(r)} lo spazio delle
funzioni d’onda dispari. Si puo dimostrare che M e K sono chiusi ed ortogonali in H. Pertanto,
H =M M ed ogni ¢ € Ly(R?) ammetterd un'unica decomposizione del tipo

) + (1) () — Y ()
2 * 2

10Pin in generale, ogni sottospazio di uno spazio prehilbertiano separabile & ancora separabile.

Y(r) = = Yr(r) +¢rr(r), YreM, P € ME.




o (DECOMPOSIZIONE TRAMITE FUNZIONE CARATTERISTICA)
Sia data una particella elementare nello spazio tridimensionale; allora H = Lo(R3). Sia inoltre £
il volume occupato da un rilevatore di particelle. Supponendo che la particella sia in E' si ha che

1= 2dx = 2d Ydx =1 *d
Joperax= [peopaxs [ peordx=1s [ peorax

da cui segue che 1)(z) deve essere identicamente nulla su C(E). L’insieme
M(E)={y € Ly(R*) : ¢(x) =0,Vx € [(E)}

forma un sottospazio chiuso di Lo(R3). Ogni funzione 1 € Ly(R?) puo scriversi percio in modo
unico come somma di funzioni di M (F) e del suo complemento ortogonale; in particolare

1 se xekFE,
0 altrimenti.

P(x) = vF)xe(x) + )1 -xeX),  xp(X):= {

La funzione y g prende il nome di funzione caratteristica (di E).

2.3 Teorema del vettore minimizzante

Sia V uno spazio vettoriale ed Y C V. Y & detto convesso se V (x,x') € Y, Ax+(1-\)x' € Y, A € [0, 1].
Possiamo allora enunciare il seguente

TEOREMA (DEL VETTORE MINIMIZZANTE) - Sia H uno spazio di Hilbert e J) C H chiuso e convesso'®.
Allora VxeH Ilyel 5 dx,y)=infeyp{d(x,2)}.

In particolare, il teorema precedente afferma che in ogni sottospazio chiuso e convesso di uno spazio di
Hilbert esiste uno ed un solo vettore di norma minima. Cio ha importanti applicazioni in Fisica.

Esempi

o (STABILITA DI UNA CORDA ELASTICA VINCOLATA AVENTE ESTREMI FISSATI.)
In meccanica ed in particolare in teoria dei sistemi dinamici, ¢ di rilevante importanza stabilire se
un sistema ammette una configurazione di equilibrio e se essa ¢ stabile. Ricordiamo che le possibili
configurazioni di un sistema Lagrangiano ad n gradi di liberta sono individuate dalle coppie (q, q)
dello spazio delle configurazioni, il quale puo essere costruito una volta note le coordinate genera-
lizzate q. Se il sistema Lagrangiano & conservativo ed L(q,q) = K(q,q) — V(q), si pud dimostrare
che una configurazione q* € R™ & di equilibrio se e solo se V4V (q) = 0. Tale configurazione,
inoltre, & stabile se Ve, d > 0 Je1,61 >0 9 |la(t) — q*|| < e, [|[K(q,q)|]| < Vite V(qo,qo)
Y a0 — a*|| < e1, [[K(qo,qo0)]] < 1. In altre parole, la configurazione di equilibrio & stabile
se le orbite rimangono confinate in un suo intorno arbitrario con velocita arbitrariamente piccole,
purché il dato iniziale qq sia prossimo a q* e ¢ sia piccola. In questo contesto si colloca il noto'?

TEOREMA (DI LAGRANGE-DIRICHLET) - Sia L(q,q) = K(q,q) — V(q) la lagrangiana di un si-
stema conservativo ad n gradi di liberta e sia Q* una sua configurazione di equilibrio. Si ha che
q* ¢ stabile se é un minimo assoluto di V.

1 Ta tesi resta valida pur richiedendo # prehilbertiano ed )’ convesso e completo.

121] teorema di Lagrange-Dirichlet costituisce un corollario del PRIMO TEOREMA DI LYAPUNOV - Sia X* un punto fisso
di un sistema dinamico x = F(x). Si definisce funzione di Lyapunov per x* una funzione A(x) almeno C in un intorno
U di x* tale che: 1) A(x) > A(x*), Vx e U/{x*}; u) di A(x(t)) <0 Vx € U. Allora, se per x* esiste una funzione di
Lyapunov, esso & Lyapunov—stabile.



Veniamo al problema in questione. Sia data una corda elastica di estremi fissati soggetta ad un
vincolo rappresentato in R? dal grafico di una funzione f : [0,¢] — R, f(0) = 0 = f(¢) (vedi figura).
Dalla teoria dell’elasticita € noto che I'energia potenziale della corda & descritta dal funzionale

Viu(z)] = ’;/OZ (d;‘f))de, k€ R, (2.1)

si vuol dimostrare che esiste una ed una sola configurazione di equilibrio stabile.
Preliminarmente, supponiamo che il vincolo sia assente: in tal caso lo spazio delle configurazioni
corrisponde all'insieme & = {u € L2([0,4]) : u(0) = u(f) = 0, u, € Lo([0,4])}, nel quale la
richiesta u, € L2([0,¢]) ¢ stata posta affinché ¥V : & — R risulti ben definito. Uno spazio vetto-
riale siffatto appartiene alla famiglia degli spazi di Sobolev'® e corrisponde, in particolare, allo
spazio H{([0, £]); su di esso & possibile definire la norma [[ul|z = 2V[u], soddisfacente la regola del
parallelogramma e quindi indotta da un prodotto scalare, rispetto al quale H} ([0, ¢]) ¢ di Hilbert
(vedi nota 12). Imponendo Desistenza del vincolo u(x) < f(x) Va € [0,£], si restringe H ([0, £])
al sottospazio 8’ = {u € H}([0,4]) : u(x) > f(x), Vz € [0,4]}, il quale & convesso per costruzione
(infatti V (u1,u2) € &', Aug + (1 — Nug > f(x), YA € [0,1]) ed & possibile provarne la chiusura.
Di conseguenza, 3lu* € 8" ¥ V[u*] < V[u], Yu € S e quindi il sistema ammette un’unica
configurazione di equilibrio stabile.

13BREVE DIGRESSIONE SUGLI SPAZI DI SOBOLEV — Gli spazi di Sobolev, sono spazi vettoriali infinito dimensionali di
funzioni L, sommabili su un aperto Q@ C R"™ insieme a tutte le loro derivate (propriamente definite) fino ad un certo
ordine. La loro importanza & dovuta al fatto che su di essi sono definite le soluzioni di equazioni differenziali alle derivate
parziali. Per semplicita, supponiamo che @ C R: in questo caso, lo spazio di Sobolev di ordine n in L, ¢ definito come

WP (Q) {f €Ly(Q) : Ya<n, f@ e Lp(Q)}, (a,n) € No, p € [1,+00). (2.2)

Perché W™P(Q) sia ben definito, & sufficiente richiedere che f(®) (la derivata a—esima di f) sia differenziabile quasi
ovunque in 2 e coincida quasi ovunque con l'integrale di Lebesgue della sua derivata. Inoltre, una volta definita la norma

I f{|wn,p(m = (Z ”f(a)Hip(ﬂ)) T <Z /Q [f(a)(x)]:vdx> ? ’ f e WP(Q), (2.3)
a=0 a=0

la coppia (W™P(Q), || - [lwn.»(q)) identifica uno spazio di Banach. Il caso p = 2 riveste un ruolo speciale nella teoria degli
spazi di Sobolev e per esso & stata introdotta la notazione H™ = W™2; in questo caso, infatti, la norma (2.3) soddisfa la
regola del parallelogramma ed & quindi indotta da un prodotto scalare, definito in termini di prodotti scalari in La:

= Y (o) g(a) - Y (o) (o) n
Pty = D0 (a0 o =3 [ FO@e @ dz (g €@, (249

Si dimostra che (H™ (), (-, -)gn (q)) € uno spazio di Hilbert. In Fisica si ha spesso a che fare con problemi le cui soluzioni si
annullano sulla frontiera del dominio di integrazione; in tal caso lo spazio H™(Q2) non ¢ adatto ed & opportuno considerarne
una restrizione. Un sottospazio ricorrente & identificato dalla coppia (H}(f2), (-, '>1Hé(ﬂ))’ dove

def

() {f e W) [(2) =0, Vo €0Q},  (f0)y () = /Qf’(x)g'(x)dx. (2.5)
Si dimostra che, munito del prodotto scalare (2.5), ]H(l) (£2) & completo. A tal proposito, enunciano il seguente teorema:
(DISUGUAGLIANZA DI POINCARE) — Sia Q C R aperto e limitato. kg € RT 5 ||hll1, ) < kallh l|lL,@), VR € HE(S).
Grazie alla precedente e poiché, per definizione, || - |[1 > || - |lo, si ha che (1 + ko)™ |1 < || |lo < || - ||1, ovvero le due
norme sono equivalenti; segue che ]H(l) ¢ di Banach rispetto a || - ||o (se uno spazio normato ¢ completo allora & tale ogni

altro spazio normato sullo stesso spazio vettoriale dotato di norma equivalente) ed ¢ quindi di Hilbert rispetto ad (-, -)o.
Si noti che, per semplicitd di notazione, si & posto || - |0 = || - HlHé(Q) el =1 llm-



2.4 Teorema di Riesz—Fréchet

Richiamiamo le definizioni di funzionale lineare limitato, spazio duale topologico ed algebrico.

(DEFINIZIONE) FUNZIONALE LINEARE LIMITATO - Sia V' uno spazio normato definito sul campo scalare
K ed f:V — K un funzionale lineare su K, ovvero tale per cuiV (x,y) € V, flax+ By) = af(x) +
Bf(y), (o, B) € K. Diremo che f é limitato se e solo se 3k € RT ¥ |f(x)| < k||z]|.

Si dimostra che ogni funzionale lineare limitato & continuo ed, in particolare, uniformemente continuo'*.

L’insieme dei funzionali lineari definiti su V' e detto spazio duale algebrico di V e viene spesso indicato
con V* al fine di distinguerlo dal duale topologico V' di V', che invece costituisce I'insieme dei funzionali
lineari limitati su V. Diversamente dagli spazi finito dimensionali, negli spazi infinito dimensionali non
tutti i funzionali lineari sono limitati e quindi ¥V’ pud non coincidere con V*. Si osservi che sia V* che
V' sono spazi lineari normati, in quanto possono essere muniti della norma

1= sup TN = sup 1gl, re v 20
x#0 Ixll=1

dalla (2.6), la condizione di limitatezza di f si puo riscrivere come | f(x)| < || f]|||x||. Enunciamo ora il

TEOREMA (RIESZ-FRECHET) - Sia H uno spazio di Hilbert ed f : H — K un funzionale lineare limitato.
Allora YfeH', lzygeH 9 f(x)=(zs,x), Yx € H; inoltre ||zf|| = || f].

Cio significa che una volta assegnato un funzionale lineare limitato su #, ¢ automaticamente fissata la
sua rappresentazione, ovvero esiste una corrispondenza biunivoca tra H ed H’.

Esempi

o FUNZIONALE LINEARE NON LIMITATO SU UNO SPAZIO INFINITO DIMENSIONALE
Sia I = [-1,1] e §p : C°(I) — R un funzionale lineare, tale che ¢(x) % #(0), Vo € C°(I);
sia inoltre definita su C°(I) la norma [[¢|| = [} |¢(x)|dz. Per come definito, dy & non limitato;
se cosl non fosse sarebbe possibile scegliere una 1 € C°(I) di norma unitaria sicché [1(0)| <
1o llllt(z)|| = |¥(0)], il che & assurdo. Cido mostra che nel caso di spazi infinito dimensionali, lo
spazio duale algebrico ed il duale topologico non coincidono necessariamente.

o EQUAZIONE DI POISSON E GABBIA DI FARADAY
Sia ¢ il potenziale elettrostatico di una cavita Q messa a massa (una gabbia di Faraday) e p la sua
densita di carica. Provare che esiste un’unica soluzione del problema generale dell’elettrostatica!®

V3¢ = —4np,
{ ¢ P (2.7)
‘b(X)‘xeaQ =0.

Individuiamo preliminarmente lo spazio delle soluzioni del problema. Poiché @ = fQ p(x)dx
(Q indica la carica totale contenuta in Q) & necessario imporre che p € Lq(f2); tuttavia, dalla
disuguaglianza di Cauchy—-Schwarz segue che la sommabilita quadrata implica la sommabilita ed e
quindi possibile richiedere che p € Ly(£2) (la convenienza ¢ dovuta al fatto che Ly € uno spazio di
Hilbert mentre L; & al piu di Banach). Di conseguenza, le eventuali soluzioni del problema (2.7)
andranno ricercate in H2(2), ovvero nel secondo spazio di Sobolev delle funzioni in L() che si
annullano sulla frontiera (si veda nota 12, p.7). In realtd, il problema puo essere opportunamente

MDalla limitatezza, infatti, segue che V(x,y) € V, |f(x) — f(¥)| = |f(x —y)| < k||x —y||, k € RT.

15Tn Matematica, un simile problema & noto come problema (al contorno) di Dirichlet. Esso consiste nel dimostrare
I’esistenza e 'unicita della soluzione di un’equazione alle derivate parziali che assuma un determinato valore sulla frontiera
di una limitata regione (in genere un sottoinsieme compatto di R™).
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semplificato: infatti, moltiplicando ambo i membri della (2.7) per una v € H(Q), osservando che
V- (vV¢) = Vv - V¢ + vV2¢ ed applicando il teorema di Gauss, si trova che

/Vv-V¢dX—47r/vpdx:/ vV¢-dS =0,
Q Q aQ

dalla quale si ricava la cosiddetta formulazione debole dell’equazione di Poisson
/Vv-ngdx:/vfdx, f = 4mp. (2.8)
Q Q

Di conseguenza ¢ sufficiente richiedere che ¢ € H{(f) e dimostrare che esiste una ed una sola
v € H{(Q) soddisfacente 1'equazione integrale (2.8). A tal fine, si osservi che il primo membro
della (2.8) corrisponde all’estensione su un aperto @ C R? del prodotto scalare (2.5) definito su
H(Q), rispetto al quale H}(Q) ¢ completo. Introducendo quindi il funzionale

Flv(x)] = /QU(X)f(X) dx, (2.9)

la (2.8) puo essere riscritta nella forma F[v] = (v, ¢)m1(q) ed il problema pud essere risolto di-
mostrando la linearita e la limitatezza di F[v]. Circa la linearita, essa discende banalmente dalla
distributivita della moltiplicazione e dall’additivita dell’integrazione; la limitatezza, invece, si pro-
va adoperando la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz (CV) su F[v] e la disuguaglianza di Poincaré
(P) su v (notare che [|h'||z, = [|k[lg; si veda nota 12, p.7). In definitiva, si ottiene che

CcvV P ~
|Flol| = [0, Hia@)] < 0llzo@llflza@) < kel fllea@ lvlmye = Erallvllme),

ovvero F[v] & un funzionale lineare e limitato. Di conseguenza, per il teorema di Riesz—Fréchet

Jlv € H(2) che soddisfi la (2.8).

INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DEL TEOREMA DI RIESZ-FRECHET

Le rette nel piano date da a1z + asxo = ¢ aventi la stessa pendenza costituiscono una famiglia.
Analogamente nel caso dei piani nello spazio. In generale, introducendo la codimensione come
dimensione del complemento ortogonale, si puo definire iperpiano un sottospazio di codimensione
1. Sia quindi H uno spazio di Hilbert ed F € H’ un funzionale lineare limitato. Si consideri I’in-
sieme M = {x € H : F(x) = 0}; questo sottospazio ¢ definito dagli z € H tali che (z,x) = 0,
Vx € H. Per il teorema di Riesz—Fréchet, esiste un unico z € H soddisfacente la precedente
proprietd e dunque M+ = {y € H : y = az, @ € R} e la cod{ M} = 1; lo spazio M identifica
pertanto un iperpiano.

2.5 Basi di Hamel e basi di Schauder

DEFINIZIONE (SOTTOSPAZIO GENERATO) - Sia V wuno spazio vettoriale su un campo K ed M =
{my, ma,...,mp} un sottoinsieme di V.. Si definisce span di M (o sottospazio generato da M ) linsieme
di tutte le combinazioni lineari degli elementi di M, ovvero

Span{M} def {army + agma + ... apnmy, (a1,as,...a,) € K}.

Dalla precedente segue la definizione di base data in algebra lineare:

DEFINIZIONE (BASE DI HAMEL) - Un sottoinsieme linearmente indipendente B di V' che genera V' é
una base (di Hamel) per V.

11



In altre parole, se B = {v;}ic; € una base di Hamel per V, parametrizzata da un insieme ordina-
to I di indici, allora Vv € V esiste una successione finita {aj,as,...,a,} di elementi di K tali che
v = a1v1 +agve + - - - +a,v,. In particolare, nel caso in cui [ sia finito, la definizione coincide con quella
usuale in algebra lineare. Inoltre, grazie al lemma di Zorn, si dimostra che ogni spazio vettoriale V # @&
(finito o infinito dimensionale) ammette una base di Hamel.

Le basi di Hamel, tuttavia, risultano inadeguate nel momento in cui V' viene munito di una topolo-
gia'®. In tal caso risulta conveniente adoperare la seguente

DEFINIZIONE (BASE DI SCHAUDER) - Sia V' uno spazio topologico sul campo K e B = {v,}nen una
successione linearmente indipendente di V. Diremo che B & una base di Schauder per V se

Span{B} = V.

Cio significa che, se B € una base di Schauder per V, allora Vv € V esiste un’unica successione di
{an}nen di elementi di K tali che v = ) anv,. Se uno spazio normato V ammette una base di
Schauder allora esso ¢ separabile, mentre I'inverso non & necessariamente garantito.

Esempi

o Dallo studio degli sviluppi in serie di Fourier ¢ noto che I’insieme

2 . nmx 2 nwx
® = {\/;Sln 7, \/;COS f} 5 (210)

neN

¢ formato da vettori linearmente indipendenti e costituisce una base per lo spazio vettoriale (reale o
complesso) delle funzioni definite in Ly ([0, £]). Se @ fosse una base di Hamel, allora V f € Ly(]0, £])
esisterebbero due successioni di scalari {a1,...,an}, {b1,...,b,} tali che

2 & kmrx . kmx
f(x) = \/;k;) (ak COS 7 + bk S 6) .

Tuttavia, la maggior parte delle funzioni f € Ls([0,¢]) non possono essere semplicemente rappre-
sentate attraverso una combinazione lineare finita di elementi di ®, che, quindi, non costituisce
una base di Hamel.

2.6 Famiglie ortonormali e disuguaglianza di Bessel

DEFINIZIONE (FAMIGLIA ORTONORMALE) - Sia S uno spazio prehilbertiano ed {Xqo}acr una famiglia
di elementi di . {Xa}tacr € una famiglia ortonormale di £ seVa,B € I (Xq,Xg) = 0a,3-

Si noti che, indipendentemente dalla numerabilita di I, una famiglia ortonormale di vettori ¢ sempre un
insieme linearmente indipendente. Il vantaggio che si ha nell’utilizzo delle famiglie ortonormali invece
delle famiglie linearmente indipendenti € legato alla determinazione dei coefficienti delle combinazioni
lineari; partiamo dal caso di successioni ortonormali finite. Se {ei,...,e,} & ortonormale in JZ e se
x € Span{ey,...,e,}, ¢ immediato provare che x = Y ;_, (e, x)ey. Vale, inoltre, il seguente

TEOREMA (DISUGUAGLIANZA DI BESSEL) - Sia {e}r=1,.. n una successione ortonormale di 7. Al-
lora, Vx € S, il vettore y € Span{ey,...,e,} che ha distanza minima da x é

y= Z<ek,X>ek (2.11)
k=1

16Dal teorema della categoria di Baire, infatti, segue che una base di Hamel per uno spazio di Banach & non numerabile.
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e vale la disuguaglianza di Bessel

D lten x| < [xII” (2.12)
k=1

I prodotti scalari (ex, x) nella (2.12) sono detti coefficienti di Fourier di x rispetto a {ex}r=1,. n-

Dimostrazione. Sia 'y’ € Span{ey,...,e,}. Dall’ortonormalita degli e, si trova che
2 = 2 — 2
Hx_y/H — ||x||2_Z|<ek,x>| —|—Z|<ek,x> —ozk’ ; (2.13)
k=1 k=1

il vettore (2.11), quindi, minimizza la distanza da x. Inoltre, poiché ||x — y'[|? > 0, risulta

n
2 2
Z|<ek,x>‘ SHXH , Yn=1,2,...,
k=1
nella quale la somma forma una successione monotona non decrescente superiormente limitata e quindi
convergente, il che implica la (2.12). O

Spesso, pero, si dispone di successioni finite linearmente indipendenti e non ortonormali. In tal caso
il processo di ortonormalizzazione di Gram—Schmidt, applicato alla successione linearmente indipendente
{Xk}k=1,....n di €, permette di ricavare la successione ortonormale {ej}r=1,.. 5 i cul elementi sono:

X1
1=7_"7

4]
V2

€2 =7 vy =Xz — (e, xz)ey,
[[vall

n—1

Vi

e, = , Vi =Xy — Z<ek,xn>ek.
vl 2

La successione risultante & tale per cui Span{xy,...,x,} = Span{ey,...,e,}, Vn=1,2,....

Cosa si puo dire sui coefficienti di Fourier nel caso in cui I'insieme di indici I risulti numerabile?
In tal caso, il problema si traduce nello studio delle proprieta di convergenza della serie ), -y axes, con
{ak }ren una successione di scalari ed {eg }ren una successione ortonormale. Vale il seguente

TEOREMA (COEFFICIENTI DI FOURIER — INSIEMI NUMERABILI) - Sia H uno spazio di Hilbert ed
{ek }ken una successione ortonormale di H. Allora:

1. la serie Y, oy o€y converge se e solo Y, oy lax|? converge;

2. seX =) ,cnaxer (somma della serie), allora oy = (e, x);

3. Vx €M, la serie Y, .n(ex, X)er converge (non necessariamente ad x);
4. Vx €H siha chex =3, y(er,x)er & [Ix]|2 =3, oy (e, x)]2.

Infine, se {e; }rer & una famiglia ortonormale non numerabile di S, & ancora possibile formare i
coefficienti di Fourier (e,,x) di un x € 5 e si pud dimostrare il seguente

TEOREMA (COEFFICIENTI DI FOURIER — INSIEMI NON NUMERABILI) - Sia 5 uno spazio prehilbertiano
ed {e;}rer una famiglia ortonormale di 7. Si ha che Vx € J esiste al piu una quantité numerabile
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di coefficienti di Fourier (e.,x) diversi da zero. Inoltre, riordinando gli e; con {e,,x) # 0 ad x fissato,
restano valide le considerazioni del precedente teorema ed, in particolare, la disuguaglianza di Bessel

> ltew )" < [l

Tel

Infine, se A ¢ completo, la serie ) . (er,X)e, converge e la sua somma non dipende dal riordino degli
e, con coefficiente di Fourier diverso da zero.

Esempi

o

2.7

ELETTRONE IN UN FILO QUANTICO
Sia dato un elettrone confinato in un filo quantico di lunghezza ¢; abbiamo osservato che H =
Ly([0,¢]). Due esempi di famiglie ortonormali su H (gia incontrate in precedenza) sono:

2 nwT
U= up(r)=4/-sin—, z € [O,(]} , (2.14)
{ \/; t neN
V= {vn(x) = \/gcos $7 x € [OJ]} . (2.15)

neN

U e V sono famiglie ortonormali alla luce delle relazioni di ortogonalita del seno e del coseno:

£ ¢
Vm,n €N, / Sin@sinmmjdx:/ cos 2 o5 T g = 0 sen#m-
0 ¢ ¢ 0 ¢ 4 /2 sen=m

FUNZIONI PERIODICHE DI PERIODO £

Sia f : [0,4] — R una funzione periodica di periodo ¢, ovvero tale che f(x+¢) = f(z), Va € R. In
tal caso conviene identificare lo spazio Lz ([0,¢]) con Ly(T?!), dove Tt = {(z,y) € R? : 22 +¢y? =
02 /(47?)}, ovvero rappresenta la circonferenza di lunghezza ¢ centrata nell’origine. Lo spazio
H = Ly(T*) ¢ di Hilbert ed in esso & contenuta la famiglia

1 . 2w
E=Lep(z) = —=e** g e O,Z} w=—, 2.16
{ato == oaf ’ (2.16)

nota come sistema trigonometrico. La famiglia & ortonormale in quanto |lex]|? = 1 e (e;,ex) =
f[o ¢ ©XP {iw(k — j)x}dx =0 per k # j a causa delle relazioni di ortogonalita e del fatto che

¢ . ¢ .

2k 2 2k 2

/ sin 2278 o5 T qp =0 = / cos 2T ip 21T dux, k # j.
0 14 14 0 14 14

Gli elementi della famiglia (2.16) sono le uniche soluzioni ammesse dell’equazione agli autovalori

_ _ _ h* 42 _ h?% K32
Hekfskek,coanf%Wedsk—s—m 72— k €N,

Basi ortonormali in spazi di Hilbert

Le famiglie ortonormali interessanti negli spazi di Hilbert sono quelle che consistono in un numero
“sufficientemente grande” di elementi perché ogni elemento dello spazio possa essere rappresentato o
approssimato con sufficiente accuratezza utilizzando questi insiemi. A tal proposito, diamo la seguente

DEFINIZIONE (BASE ORTONORMALE) - Sia M = {es}acr una famiglia ortonormale di uno spazio di
Hilbert H. Se M ¢ massimale allora é una base ortonormale (o hilbertiana) per H.
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Si noti che, a meno che H non sia finito dimensionale, la base qui definita non ¢ una base nel senso
dell’algebra (una base di Hamel), mentre ¢ coerente con la definizione di base in uno spazio topologico
(base di Schauder). Anche qui, grazie al lemma di Zorn, & possibile provare che ogni spazio di Hilbert
H # {0} ammette una base ortonormale. Inoltre, tutte le basi ortonormali definite nel medesimo spazio
di Hilbert hanno la medesima cardinalitd (dimensione di Hilbert). La definizione precedente (di base
ortonormale) si esprime equivalentemente attraverso il seguente

TEOREMA (COMPLEMENTO ORTOGONALE) - M = {e, }acs ¢ una base per H se e solo se M+ = {0}.
Un altro criterio per stabilire se un insieme ortonormale ¢ una base si desume dal seguente

TEOREMA (CRITERIO DI PARSEVAL) - Una famiglia ortonormale M in uno spazio di Hilbert H ¢ una
base se e solo per ogni vettore di H wvale l'uguaglianza di Parseval, ovvero se

Vx eH, Z|(ea,x>‘2 = HxH2 (2.17)

ael
Si pud dimostrare inoltre che M = {e, }aer © una base ortonormale di H se:

1. 'insieme delle combinazioni lineari degli elementi di {e, }ocr € denso in H, ovvero se
Span{ea}ael =H;

2. Vx € H si ha che x = ) /(eq,X)e,, dove la somma ¢ estesa a tutti gli e, corrispondenti a
coefficienti di Fourier di x non nulli;

3. {ea}aer € chiusa, ovverose Ix € H 5 (e4,x) =0 Va el = x=0;

4. ¥(x,y) € H si ha che (x,y) = > ,c;(ea,;X)*(eq,y) oppure, in notazione di Dirac, (x|y) =
> aci(Xlea)(ealy), il che equivale a richiedere la completezza ) . eq)(es| = 1.

Consideriamo, infine, il caso di spazi di Hilbert separabili. Tali spazi sono di grande interesse in
Fisica ed, in particolare, in Meccanica Quantistica, dove la richiesta di separabilita ¢ indispensabile al
fine dell’interpretazione operativa dei risultati teorici!”. La separabilitd di uno spazio di Hilbert pud
essere relazionata con ’esistenza in esso di una base ortonormale, secondo quanto affermato dal seguente

TEOREMA (SPAZI DI HILBERT SEPARABILI) - Sia H uno spazio di Hilbert. Ne segue che
1) se H ¢ separabile, ogni famiglia ortonormale di H é numerabile;

1) se {eqtaen € una base ortonormale di H, allora H ¢ separabile.

Esempi

o ELETTRONE IN UN FILO QUANTICO
Nel §2.6 abbiamo introdotto le famiglie ortonormali & e V di H = L3([0,¢]). Diversamente
da U, la famiglia V non & massimale in quanto la condizione 3. precedente non & soddisfatta:
(Un,1) = 0, Vn € N; essa non &, quindi, una base hilbertiana. Se ne pud considerare perd
lestensione V' = V U {1/v/¢}, la quale & una famiglia ortonormale massimale.

o PorinoMI DI HERMITE-CHEBYSHEV
Sia H = L2(R) lo spazio di Hilbert sul quale supponiamo essere definita ’hamiltoniana h =

17Richiedere la separability equivale ad affermare I’impossibilitd pratica di fissare esattamente il valore di osservabili
dotate di spettro continuo. Le procedure operative di preparazione di una misura, infatti, sono numerabili e numerabili
devono anche essere i raggi ortogonali di Hs.
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—192, + 22, Le soluzioni dell’equazione agli autovalori h¢, = £,¢y, si esprimono in funzione dei
polinomi di Hermite-Chebysheuv:

¥n €N L H@e %, Huw) = (et e o g
n € Ny, wni\/ﬁ n(x)e” 7, () =(—1)"e T 5nfn+§.

I polinomi di Hermite discendono da un processo di ortonormalizzazione alla Gram-Schmidt e
costituiscono una base hilbertiana. Ad esempio, ortonormalizzando la famiglia {1,z,..., 2", ...}
di polinomi ortogonali nell’intervallo [—1, 1] si ottengono i polinomi di Legendre.

o TEOREMI DI CONVERGENZA PER LE SERIE DI FOURIER
Sia f : [0,/] — R una funzione periodica di periodo ¢ appartenente allo spazio di Hilbert
H = Ly(T'). Nel §2.6 abbiamo mostrato che il sistema trigonometrico costituisce una famiglia
ortonormale di Lo (T!); poiché € & numerabile, si pud pensare di applicare il teorema sui coefficienti
di Fourier per insiemi numerabili e concludere che V f € Ly(T?) la serie (di Fourier di f)

1 : 1 [t .
> e = 7 > et o = 7 / ft)e ™ r da (2.18)
0

kEZ keZ

& convergente, ma non necessariamente ad f. Numerosi matematici si interessarono allo studio
delle proprieta di convergenza delle serie di Fourier ed uno dei primissimi risultati fu ottenuto da
Dirichlet (il quale fu alunno di Fourier). Il teorema si enuncia nel modo seguente

TEOREMA (DI DIRICHLET PER LE SERIE DI FOURIER) - Sia f : [0,{] — R una funzione {—
periodica, regolare a tratti'®, avente un numero finito di punti di discontinuita ed un numero finito
di punti estremali. Allora

1 ks k fla™)+ f(=™)
Voe ), LY aeter K pr(p i SEHSED),
Vi 2
dove la convergenza va intesa in senso puntuale ed f(z¥) = lim,_,,+ f(y). La convergenza ¢
uniforme su ogni intervallo chiuso nel quale non cadono punti di discontinuita di f, ovvero: se

fecing = et S p@), vee,d.

keZ

Sebbene potenti, i precedenti risultati sono difficilmente applicabili in contesti pratici. Basti
pensare al campionamento di una tensione alternata mediante un voltmetro AC od un oscilloscopio:
la misura del segnale non ¢ mai continua e, per di piu, ¢ sempre accompagnata da delle bande
d’errore. Cio significa che il grafico del segnale non puo essere univocamente ricostruito e non vi
¢ quindi alcuna garanzia che le ipotesi del precedente teorema risultino soddisfatte.

Per avere un’idea di cio che avviene praticamente, si consideri, ad esempio, un circuito composto
da un generatore di tensione alternata f(¢) di periodo ¢, un voltmetro AC ed un resistore di
resistenza R. Trascurando gli effetti dovuti al voltmetro, € noto che I'energia totale dissipata per
effetto Joule dal resistore in un periodo & Ejoue = % foe f(t)2 dt con la condizione che Ejgue < 00.
Di conseguenza, ¢ necessario richiedere che f(t) € Lo(T'). Quali sono allora le proprietd di
convergenza della serie di Fourier nell’ipotesi in cui f € Lo(T!)? Esistono a tal riguardo alcuni
importanti risultati. Preliminarmente, enunciamo il seguente

18Ricordiamo che una funzione f : [a, b] — R si dice regolare a tratti su [a, b] se esiste una partizione {a = zo, 1, ...,Tn =
b} di [a,b] tale che, Vi = 1,2,...,n, la restrizione di f all’intervallo aperto (x;_1,x;) ammetta prolungamento di classe
C' sull’intervallo chiuso [z;_1,z;].
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TEOREMA (RIESZ-FISCHER) - Sia f € Lo(T*'), allora

n
Tim [|f(@) = Suf (@[] ) =0 Saf(@)= D epe™”.
k=—n
Il teorema afferma, in altre parole, che se f : I — R & di quadrato sommabile su I, allora la serie
di Fourier di f converge ad f in media quadratica, ovvero rispetto alla norma definita in Lo (7).
Possiamo fare un esempio pratico in cui il teorema di Riesz—Fischer interviene. Si consideri il
circuito in figura: esso € composto da un generatore di tensione alternata f(t), da un voltmetro
AC, da una banco di generatori di armoniche e da un ulteriore generatore producente un segnale
del tipo Asin(Qt + ¢).

m 1
A oo 9 v
U [s3e] 3

0o f4 Asin(Qt + )

|1
O] =ai

n—
[o o] )

Il banco di generatori di armoniche permette di modificare, mediante le manopole, ampiezza e
fase del segnale in ingresso, fornendo in uscita una combinazione lineare delle prime n armoniche
fondamentali. Supponendo che f € Ly(T?!) di periodo £ e sapendo che il voltmetro AC misura la
varianza del segnale, a quale combinazione delle manopole del banco corrisponde la somma parziale
n—esima della serie di Fourier di f7 Poiché il voltmetro campiona varianze, e evidente che, nel caso
in questione, le sue misure forniscono i valori di o = (£)~'/2||f(t) — Py (t)|| 1, (11, dove Py, (t) & un
generico polinomio trigonometrico corrispondente al segnale in uscita dal banco. Per il teorema
di Riesz—Fischer, la serie di Fourier di f converge in media quadratica ad f e quindi la somma
parziale n—esima della serie di Fourier di f potra essere ottenuta determinando la combinazione
delle manopole che minimizza o.

Infine, riportiamo un importate teorema dimostrato nel 1966 da Lennard Carleson riguardante la
convergenza della serie di Fourier di funzioni di quadrato sommabile:

TEOREMA (CARLESON) - Sia f € La(T?'), allora

Spf(z) = Z cpettor Iy f(z), quasi ovungue in [0, £].

k=—n

Di questo teorema si pud dare un’interpretazione probabilistica. Sia f(¢) un segnale periodico
caratterizzato da numerose oscillazioni: onde evitare di incappare in valori particolari del segnale
¢ preferibile effettuare un campionamento casuale. Sia dunque X la variabile aleatoria che sup-
poniamo essere distribuita uniformemente sull’intervallo di campionamento I. Dalla teoria delle
probabilita sappiamo che la probabilita che X cada nell’intervallo I’ C I ¢ data dal rapporto tra
le misure di Lebesgue degli intervalli in questione, ovvero P(X € I') = u(I’)/u(I). Secondo il
teorema di Carleson, la convergenza della serie di Fourier di f(¢) & puntuale a meno di un insieme
di punti A di misura (di Lebesgue) nulla, ovvero a meno di un insieme di punti statisticamente
proibiti e cioe tali per cui P(X € A) = 0.

198 noti che f € L2(T') & anche condizione sufficiente: se la serie di Fourier di una funzione periodica f converge in
media quadratica ad f su I allora f & di quadrato sommabile su I.
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3 Complementi di Analisi Funzionale negli spazi di Hilbert
3.1 Prodotto tensoriale di spazi di Hilbert

In questa sezione studieremo alcune delle proprieta principali dell’operazione di prodotto tensoriale di
spazi di Hilbert?°; come noto, tale operazione permette di costruire “nuovi” spazi di Hilbert a partire
da (almeno) uno spazio di Hilbert assegnato. Preliminarmente, si consideri il seguente ragionamento:
siano H; ed Ho due spazi di Hilbert sul medesimo campo K e sia (1) ® () : H1 X Hy — K una forma
sesquilineare®’ tale che V1 € Hi e Vo € Ho

(1, 92) 22292 (4, 1) ay (W2, d2)r, Y (W1, 0b0) € Hy X M.

Sia quindi & linsieme di tutte le combinazioni lineari finite di tali forme. Poiché H; ed Ho sono
prehilbertiani, & possibile munire & del prodotto scalare

(61 ® 2,91 @) o = (D1, 912, (P2, Y2) s (3.1)

che e ben definito e definito positivo. Lo spazio & & dunque prehilbertiano e per il teorema del
completamento esiste uno spazio H completo rispetto al prodotto scalare (3.1).

DEFINIZIONE (PRODOTTO TENSORIALE DI SPAZI DI HILBERT) - Dati due spazi di Hilbert Hy ed Ha,
st definisce prodotto tensoriale di Hi ed Ha lo spazio H = Hi @ Ha ottenuto (a meno di isomorfismi)
come completamento di & rispetto al prodotto scalare (3.1).

Vale inoltre un’importante proprieta legata alle basi ortonormali, riportata nel seguente

LEMMA (BASI ORTONORMALI IN PRODOTTI TENSORIALI) - Siano {e;}icr ed {f;};cs due basi ortonor-
mali di Hy ed Ho rispettivamente; allora {e; ® fj}(i,j)eIxJ ¢ una base ortonormale di Hi @ Hs.

Il prodotto tensoriale di spazi di Hilbert emerge in modo naturale ogni qual volta si consideri la
composizione di due o pin sistemi. Come esempio, si considerino gli spazi H1 = Lo(E C R"™) ed
Ho = Lo(F CR™) esiano ¢ € La(E) e ¢ € Lo(F'). A partire da queste ultime, si costruisce la funzione
fattorizzata & = ¢ : E x F C R" x R™ — R; cosi definita, la funzione ¢ & una funzione di (m + n)
variabili per la quale risulta essere

//ExF’f(X;y)Idedy: (/Elzz;(x)fdx) </Fl¢>(y)|2dy) < o0,

avendo applicato un corollario del teorema di Fubini?? all’integrale esteso al prodotto cartesiano E x F.

208i veda M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 1, pag. 49-54.
21DEFINIZIONE (FORMA SESQUILINEARE) — Siano X ed Y due spazi vettoriali sul medesimo campo K. Si dice forma
sesquilineare su X X Y un’applicazione h: X X Y — K tale che Vx,x1,x2 € X, Vy,y1,y2 € Y e Va, 3 € C risulta
h(X, ay1 + 5Y2) = ah(x7 yl) + Bh’(xv y2)’
h(ax1 + /8x27 X) = a*h(x17 y) + ﬁ*h(x27 y)
In particolare, se X ed Y sono reali, la forma si dice bilineare (essendo lineare in entrambi gli argomenti). Infine, se X ed
Y sono normati, & possibile definire la norma di h (da intendere sullo spazio delle forme sesquilineari definite su X X Y")

h(x,y

Il = sp PCDL_ G ey
xex—{0p Xyl xexs|x|=1
yeY —{0} yeY:|x||=1

ed affermare che h & limitata se e solo se |h(x,y)| < [|hllIx|l¥]l-

2211 teorema di Fubini si enuncia nel modo seguente: siano 2 e B due spazi di misura (spazi vettoriali muniti
di una o—algebra e di una misura d) completi unidimensionali e sia f(z,y) una funzione misurabile su 2 x B. Se
lex‘B |f(z,y)|d(z,y) < oo, dove l'integrazione ¢ effettuata rispetto alla misura definita su 2 x B, allora

/mmf(x,wd(x,y):/m(/%f(x,y)dy)dz:/B( Qlf(r,y)dx)dy.

Come corollario, segue immediatamente che se f(x,y) = g(z)h(y), allora [y o f(z,y)d(z,y) = [y 9(z)dz [ h(y)dy.

18



Di conseguenza & € Lo(E x F) rispetto alla misura di Lebesgue definita su F x F. Supponiamo dunque
che Ly(F) ed Lo(F) siano separabili rispetto alle misure di Lebesgue su di essi definite; in tal caso
sappiamo che esistono due basi ortonormali {¢ }x=1..n € L2(F) ed {¢1}1=1,... .m € L2(F). Sia allora
U v ®@¢; € Lo(E)RLo(F) — Yy € Lo(E X F): tale applicazione ¢ lineare e costituisce un isomorfismo
tra Ly(F) ® La(F) ed Lo(E x F) in quanto mappa biunivocamente basi ortonormali del primo spazio
in basi ortonormali del secondo. Si noti, infatti, che se f € Lo(F) e g € Lo(F), allora

Ufog)xy)=U (Z ke ® Zdz¢l) (x,y) =Y erdiU(r @ ¢1)(x,y) = F(x)g(y)-
K I

k,l

Per questa proprieta si usa dire che Lo(E) ® La(F) ed Lo(E x F) sono naturalmente isomorfi. In
particolare si osservi che se E =R = F, allora Ly(R?) & naturalmente isomorfo ad La(R) ® La(R).

Consideriamo infine le proprieta della dimensione del prodotto tensoriale. Siano H; ed Ho due spazi
di Hilbert e sia #H il loro prodotto tensoriale. Dal lemma sulle basi ortonormali di prodotti tensoriali
segue che se H; ed Hs sono separabili, allora dimH = dimH;dim?Hs, essendo dim(-) la dimensione di
Hilbert di detti spazi. Piu in generale, vale il seguente

TEOREMA (DIMENSIONE DI PRODOTTI TENSORIALI) - Siano Hi,...,H, degli spazi di Hilbert. Allora
n n
dim Q) Hy, = [ ] dimHy.. (3.2)
k=1 k=1
In particolare, se Hy = --- = H,, = D, si usa definire potenza tensoriale n-esima di D lo spazio
n
DO = (X) Hy- (3.3)
k=1

Sovente in letteratura si usa indicare D come lo spazio monoparticellare (si noti che diimD®™ = (dimD)™).
La scelta di questo nome & da interpretarsi alla luce di un quinto postulato, che enunciamo di seguito.

QUINTO POSTULATO

Sia S un sistema fisico composto da un numero N finito di sottosistemi {Sy, }n=1,... . n. Allora

N
Hs = R Hs,
n=1

identifica lo spazio di Hilbert degli stati del sistema composto e l'osservabile A,, dell’n—esimo
sottosistema corrisponde all’operatore autoaggiunto 1® - - @ A, @ --- @1 di Hg?3.

Usualmente, il sistema in esame & composto da N particelle “elementar:” dotate di struttura in-
terna, ovvero caratterizzate da un numero finito di gradi di liberta interni. In questo caso Hs ha una
struttura del tipo Ly (R3*N) ® Hg, dove Hg @ lo spazio di Hilbert finito dimensionale associato ai gra-
di di liberta interni delle particelle?*. Spesso ci si riferisce ad La(R?*Y) come allo spazio orbitale (o
dei gradi di liberta orbitali) e ad Hg come allo spazio interno (o dei gradi di liberta interni) del sistema.

23Non avendo ancora introdotto il concetto di operatore, non & chiaro cosa s’intenda per prodotto tensoriale di operatori.
Discuteremo quest’operazione piti avanti, una volta descritte le proprieta degli operatori lineari su spazi di Hilbert.
241 “elementarita” di una particella dotata di struttura interna & riferita al fatto che Hg ¢ finito dimensionale.
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Esempi

o STATI FATTORIZZATI E STATI ENTANGLED
Siano H1 ed Hs due spazi di Hilbert separabili e sia H = H, ®Hs il loro prodotto tensoriale. All’in-
terno di H e possibile distinguere due categorie di vettori: vettor: fattorizzati e vettori entangled.
I primi (gia introdotti in precedenza) formano un insieme denso in H e sono della forma

€)=Y analvw) @ 161) = (chw) ® (Zdzl¢z>> = W) ®19);
k,l k=1 =1
i secondi, invece, sono combinazioni lineari dei precedenti e possono essere scritti nella forma

O =D ardtn) @),  ari # crdr.
kol

Un esempio tipico ¢ dato dagli stati di singoletto e tripletto per la composizione di due spin 1/2. In
tal caso H = C2® C2% - C* (ovvero & isomorfo a C*) e gli autovettori di base associati all’insieme
completo di osservabili compatibili (ICOC) {S?,S.,S?%, S3} sono:

1 1
070 = 7= ) - ’ ) 17_]- = ) ’ 170 = = ’ + ’ ’ 171 = ’ .
0.0) =711 H=1E1). L-D=It.1. LO=—s(tH+1Ln), LD=I11
Nelle precedenti si & adoperata, per semplicita, la notazione |-) ® |/) = |-, ) ed i vettori

{44, 1L, 14,1 1,1} sono autovettori di base associati all’'ICOC {S?%,S.,S; .,S2.}. Come
si puo notare, non tutti gli stati del sistema composto sono associati a vettori rappresentativi
fattorizzati ma esistono anche stati entangled.

o SPAZIO DI HILBERT NELLA TEORIA DI PAULI PER PARTICELLE DOTATE DI SPIN
Nel §1.2 si ¢ introdotta la rappresentazione di Pauli per particelle non relativistiche dotate di spin.
In particolare, si era visto il caso di un sistema tipo atomo d’idrogeno e cioé composto da un
elettrone ed un protone. Avevamo osservato che i vettori di stato del sistema composto possono
essere rappresentati da “spinori” bidimensionali i cui elementi sono funzioni d’onda di quadrato
sommabile su tutto lo spazio. Si era fissata, in altri termini, la rappresentazione

[0) P2 (4 (%), 9, ()T, U,y € La(R?),  (ylg) T ST /RS%(X)Q%(X)dx (3-4)
k=1,]

Avendo ormai introdotto il concetto di prodotto tensoriale di spazi di Hilbert, possiamo definiti-
vamente identificare lo spazio di Hilbert ’HE‘“‘” associato al sistema composto come il prodotto
tensoriale di Ly(R?) e di C2, ovvero HE* = [,(R?) @ C2.

o INTERPRETAZIONE ALLA LANDAU DELLA RAPPRESENTAZIONE DI PAULI

Si & detto che in rappresentazione di Pauli lo spazio di Hilbert associato a particelle non relati-
vistiche dotate di spin corrisponde ad ’Hj;a“” = LQ(R3) ® Hspin- Un’interpretazione alternativa
ti tale rappresentazione & stata proposta da Landau?®: in tal caso gli elettroni vengono descritti
da funzioni d’onda dipendenti da tre variabili di posizione continue (z,y, z) e da una variabile di
spin discreta o € Zg := {—1,1} che determina il valore della proiezione dello spin su una direzione
scelta (asse 2). Sicché le funzioni spaziali 1+ e 1|, che nella teoria di Pauli costituivano gli elemen-
ti dello spinore, son qui rimpiazzate dalle funzioni d’onda ¥ (x,+1) e 1(x, —1) rispettivamente.
L’interpretazione di Landau ¢ dunque individuata dalla rappresentazione?%

) LI e), e Ly(RP x Za), () Endey / WOSE)dE,  (35)

R3 XZQ

258i veda L. D. Landau, E. M. Lifsits, MECCANICA QUANTISTICA — TEORIA NON RELATIVISTICA, cap. VIII.
26Si noti che la sommatoria contenuta nella (3.4) va qui intesa come integrale rispetto alla variabile discreta o.
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dove £ = (x,0) ed & naturalmente isomorfa alla rappresentazione non relativistica di Pauli.
In questa nuova rappresentazione, le matrici di Pauli soddisfano le equazioni agli autovalori

a1p(0) = oy(o),  oa(0) = —ioP(=0),  a3¢(0) = P(-0),

. . . S L c
mentre per gli stati associati alla terza componente di spin risulta | 1) — 51 € | }) — 5 1.
Nel caso, invece, in cui il sistema sia composto da due elettroni “nudi” localizzati, avremo che

HS = D®2 li) {d)(,) 01,092 € ZQ con d) ¢ Z ﬂ) 0'1,0'2 0'1,0'2)}

01,02

e gli stati di singoletto e tripletto saranno scritti nella forma

10,0) 55 — (601.1009.-1 — 001 —10031) s |1, —1) =5 G0y 160y -1,

1
V2
1
V2
Esaminiamo, infine, il caso di un atomo di Elio: come per I'atomo d’idrogeno, si vuol tener conto
degli effetti dovuti agli spin degli elettroni. Sara allora necessario considerare sia la posizione di
ciascun elettrone che il corrispondente spin. Sia allora H = [L2(R3 x Z2)]®? lo spazio di Hilbert
associato al sistema composto dai due elettroni; sappiamo che in H esistono stati fattorizzati della
forma ¥(&1,&2) = R(x1,%2)x(01,02). In assenza di campi magnetici esterni, ’'Hamiltoniana non
dipende esplicitamente dallo spin totale, che puo quindi essere fissato. Per semplicita, supponiamo

che |Stot| = 0; allora lo stato di singoletto si scrivera come

L L
|1a0> — (501,1502,71 +501,71502,1)7 |1v]-> ’_>501,1§c72,1~

)601,160’2,71 — 601,71502,1
\/i .

Come vedremo, R(x1,X2) non ¢ arbitraria, ma dipende dalle proprieta di simmetria di x (o1, 02).

¥(&1,&2) = R(x1,X2

3.2 Particelle identiche e gruppo simmetrico

A differenza della meccanica classica, dove oggetti identici possono essere distinti avendo a disposizione
il concetto di traiettoria, in meccanica quantistica le particelle identiche sono indistinguibili. Cio ha
profonde conseguenze che possono essere analizzate partendo dal semplice caso di due particelle identiche.
Siano quindi §; ed Ss i sistemi ad esse associati e sia D lo spazio monoparticellare in rappresentazione di
Landau. A causa dell’indistinguibilita, le funzioni d’onda del sistema composto ottenute “scambiando
di stato” le due particelle individuano la medesima densita di probabilita. Introduciamo dunque la
mappa involutiva “di scambio” T : (£1,&) > (&,&1); essa induce su D®? Poperatore unitario ed
hermitiano®” (&) (£1,&) == ap(€2,€1), con a € C un eventuale fattore di fase®®. Di conseguenza,
si ha che ¥(&1,&) = &%(&1,&) = o?P(£1,&) & a = 1. In particolare, se a = 1 il sistema si dira
composto da bosoni e la funzione d’onda di stato sara globalmente simmetrica (rispetto ad uno scambio
delle particelle), se invece @ = —1 il sistema si dira composto da fermioni e la funzione d’onda di stato
sara globalmente antisimmetrica. Pertanto, in D®? vengono individuati i due sottospazi disgiunti

#D% Y Ly € D 1 Su(61,6) = Y(€2,61), V(E1,62)} € DP?, (3.6)
ADP? L € DP : GY(&1,6) = —$(&. &), V(&1,6)} € D2, (3.7)

27Si noti che Punitarieta (&2 = 1) discende dall’involutivita della mappa, mentre I’hermitianita & richiesta affinché le
densita di probabilita restino invariate, infatti [1)(&2,&1)|% = 9* (51,52)6Jr6w(§1,£2) [¥(€1,62)? & 61 =6.
28Introdotto per tener conto del fatto che lo spazio degli stati & in realta PD
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Occorrera allora scegliere rispettivamente la potenza tensoriale seconda simmetrizzata .#D%? o
la potenza tensoriale seconda antisimmetrizzata o/ D%? a seconda che si abbia a che fare con una
coppia di bosoni o di fermioni. Tali considerazioni risultano applicabili nel caso in cui il sistema sia
composto da due particelle identiche. Per estendere la teoria al caso di N particelle identiche, occorre
introdurre alcuni basilari concetti di teoria dei gruppi. Cominciamo dalla seguente

DEFINIZIONE (GRUPPO) - Si definisce gruppo un insieme & chiuso rispetto ad un’operazione binaria
interna “x” (detta legge del gruppo) soddisfacente gli assiomi di

1. associativita : V¥ (a,b,¢) €9 risulta ax (bxc) = (a*b)*c;

2. esistenza dell’elemento neutro : Va €9, Je€ ¥ 3 exa=axe=a;

3. esistenza dell’elemento inverso : Va € ¥, Ja ' €9 3 axa ' =a!

*a =e.

Gli assiomi 1.,2.,3. prendono il nome di assiomi gruppali®® ed & immediato verificare che 1’elemento
neutro e I’elemento inverso sono univocamente determinati. In generale, la proprieta di commutativita
rispetto alla legge di gruppo non & soddisfatta e qualora risulti verificata si usa parlare di gruppo abeliano
o commutativo; ne sono esempi Z,Q,R e C, tutti rispetto all’operazione di somma “+” e Q*,R*, C*
(dove lasterisco indica la privazione dello zero) rispetto all’operazione di moltiplicazione “”. Si definisce
ordine del gruppo |¢| la cardinalita dell’insieme ¢ ed in base ad essa si suol distinguere tra gruppi finiti
(cardinalita finita) e gruppi infiniti. Avremo ulteriormente bisogno della seguente

DEFINIZIONE (RAPPRESENTAZIONE LINEARE DI UN GRUPPO) - Sia (¢,%) un gruppo e V uno spazio
vettoriale su un campo K. Si definisce rappresentazione lineare del gruppo & ['omeomorfismo
U:9 — End(V), dove End(V) ={U:V -V :Vx,yeV, Ulax+ By) =aUx + Uy, a,f € K} ¢
il gruppo degli endomorfismi di V, e cioé un’applicazione da 4 in End(V) tale che

U(gy*g2) =U(g1) -U(g2) Vgi,92 €9. (3.8)

Per come definita, U soddisfa le seguenti proprieta: i) U(e) = 1y, infatti, posto go = e nella (3.8)

si hache Vx € V U(g1)x =U(g1) - U(e)x & U(e) = Ly; i) Vg € 4, U(g™) = U (g), infatti, posto
g2 = gy nella (3.8) si ha che Vx € V Tyx =U(g1) -U(g7 )x < U(gr ") =UHq1), Vg €Y.
Sinoti che anche End(V') forma un gruppo. In generale, dunque, la rappresentazione di un gruppo ¢ puo
essere intesa come un omeomorfismo di elementi di ¢ a valori nel gruppo degli endomorfismi di V3%, Nei
casi di nostro interesse lo spazio vettoriale V' ¢ usualmente di Hilbert; in tal caso si dovra ulteriormente
richiedere 'unitarieta' degli operatori appartenenti ad End(V). Si parlera allora di rappresentazione
lineare ed unitaria del gruppo 4. Diamo, infine, la seguente

DEFINIZIONE (CARETTERE DI UN GRUPPO) - Sia (¥4,x) un gruppo ed U : 4 — End(V) una sua
rappresentazione lineare. Si definisce carattere di 4 un’applicazione x : 4 — C tale che

x(g) =Tr[U(g)], Vge9.

Anche linsieme Ch(¥) dei caratteri di ¢ soddisfa gli assiomi di gruppo (gruppo dei caratteri di
4) ed & esso stesso abeliano rispetto alla moltiplicazione. Spesso si usa tener conto solo dei caratteri
unitari di ¢, ovvero di tutti quei caratteri x € Ch(¥) tali che |x(g9)|=1,Vg e ¥.

Passiamo quindi alla descrizione di un sistema composto da N particelle identiche; come in prece-
denza, indichiamo con D lo spazio monoparticellare in notazione di Landau. Sia allora Sy l’insieme
delle possibili permutazioni di N oggetti: esso soddisfa gli assiomi di gruppo e prende il nome di

29Tmponendo che la coppia (¢,*) soddisfi solo alcuni degli assiomi di gruppo o nessuno di essi (limitandosi, cioe, alla
singola proprieta di chiusura) si ottengono altre strutture matematiche quali magma, quasigruppo, semigruppo e monoide.

30Inoltre, I'insieme delle rappresentazioni di ¢ nel gruppo degli endomorfismi di V' & esso stesso un gruppo.

31Vedremo nel seguito la definizione generale di operatore unitario su spazi non necessariamente finito dimensionali.
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gruppo simmetrico di grado N; avendo cardinalita N!, il gruppo Sy € un gruppo finito. Sia poi
U() 7€ Sy — U(r) € End(D®Y) una rappresentazione lineare di Sy su DV tale che

N
T = (7 a1 = 1 2 N '
U @ v(6) = 1) @)l (6) () nly o wiy) €% (39)

k=1

dove x(7) € C* & un carattere unitario di Sy e svolge il ruolo di fattore di fase; per costruzione, la rap-
presentazione (3.9) ¢ unitaria®?. La risoluzione dell’equazione (3.9) completa la nostra ricerca in quanto
permette di determinare i sottospazi di D®Y compatibili con I'indistinguibilita delle N particelle; in altre
parole, il problema si riduce alla classificazione dei caratteri unitari di Sy . Si puo dimostrare che all’in-
terno di Ch(Sy) esistono sempre i due caratteri y(7) = (+1)I"l = 1 e x(7) = (-=1)I"l, V7 € S,,, entrambi
associati alla paritd della permutazione tramite il termine |7|, il quale identifica il numero di trasposizioni
della permutazione (che si dird pari se || & pari e dispari altrimenti). Nel caso N = 2 i precedenti sono
gli unici caratteri ammessi e corrispondono rispettivamente agli autovalori +1 dell’operatore di scambio
&. In D®V vengono dunque individuati i due sottospazi disgiunti

FDN E L e DEN L U(m)p(€n, ., En) = (&), -7 H(EN)), V€ Su ), (3.10)
o/ DEN et {¢ e DN UR)Y(&r, ..., En) = (D)™ ly(r= (&), .., 7 En)), Ve sn} . (3.11)

Come in precedenza, ai bosoni corrisponde la potenza tensoriale N—esima simmetrizzata ed ai fermioni
la potenza tensoriale N—esima antisimmetrizzata. Al fine di individuare i precedenti sottospazi, si puo
pensare di introdurre gli operatori di proiezione

1
Py DEN 5 DN Py = ——— U(r), 3.12

o o = ﬂ;}v (m) (3.12)
Py DN S IDN g, = S (C1)u(n), (3.13)

noti in letteratura come simmetrizzatore totale ed antisimmetrizzatore totale, rispettivamente.

Affrontiamo ora un’altra questione. Si & visto che a causa dell’indistinguibilita, le funzioni d’onda
ottenute a seguito di una generica permutazione di stati definiscono la medesima densita di probabilita.
In generale, qualunque quantita fisicamente misurabile deve restare invariante sotto un’arbitraria per-
mutazione degli stati ed, in particolare, i valori medi delle osservabili del sistema devono soddisfare tale
proprieta. Allora, & necessario richiedere che per ogni osservabile A definita su S risulti

(W[Alp) = @U@ TAUT)Y), V) € DIV, (3.14)

avendo richiamato la notazione di Dirac per semplicitd. Si noti che U(w)" = U~ (r), essendo U(m)
unitario. Proprio grazie all'unitarietd di U(w) ed al fatto che la (3.14) vale V|¢) € D®N, possiamo
definire N particelle come identiche mediante la restrizione delle relative osservabili a quelle, e solo
quelle, che corrispondono ad operatori autoaggiunti in commutazione con U(x). In altre parole, diremo
che A é un’osservabile di un sistema composto da N particelle identiche se e solo se [A,U(m)] = 0,
V€ S,. In definitiva, possiamo riformulare il principio d’indistinguibilita in termini di un

SESTO POSTULATO

Le osservabili di un sistema composto da N particelle identiche corrispondono ad operatori
autoaggiunti in commutazione con tutti i rappresentativi degli elementi di U(w) € S, e,
consequentemente, lo spazio di Hilbert degli stati e naturalmente ristretto ad

N _ N

328i noti che, sebbene definita sui vettori fattorizzati di D®N, U pud essere estesa a tutto DY essendo I’insieme delle
combinazioni lineari dei vettori fattorizzati denso in D®N .
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dove ¢ wvale +1 per i bosoni e —1 per i fermioni, mentre P4 é il simmetrizzatore o ’an-

tisimmetrizzatore totale 1
P = — ¢l ().
C N! Tr;n ( )

Si ricordi che in @D®N | la generica funzione d’onda (globalmente antisimmetrica) associata al
sistema composto ha la forma di un determinante di Slater

Yi()  ¥i(§2) o ¥iléN)

1| ¥2(&)  v2(&2) - Y2(én)

VY(€1,82. .., 8N) = Vo : : (3.15)

YN (&) Un(&2) - Yn(En)

dove le {1;}i=1,... n sono le funzioni d’onda di singola particella. Risulta evidente che se due fermioni
vengono a trovarsi nel medesimo stato di singola particella, il determinante (3.15) & nullo ed il principio
di esclusione di Pauli &€ automaticamente soddisfatto. Esso &, di fatto, una conseguenza diretta della
realizzazione fermionica del principio d’indistinguibilita.

In conclusione, possiamo affermare che in natura esistono due realizzazioni del principio d’indistin-
guibilita, una fermionica ed una bosonica. Inoltre, si verifica sperimentalmente 1’esistenza di un ferreo
legame tra la statistica e lo spin delle particelle: tutte le particelle con spin intero sono bosoni (mesoni
7, fotoni, fononi, gravitoni, ecc.), mentre tutte le particelle con spin semintero sono fermioni (elettroni,
protoni, muoni, quarks, ecc.). Questa regola trova previsione teorica in teoria quantistica relativistica
dei campi in termini del celebre teorema spin—statistica.

OSSERVAZIONE — ANYONS. L’unicita delle realizzazioni bosoniche e fermioniche del principio d’indistin-
guibilita si dimostrano valide per sistemi aventi dimensione spaziale d > 2. Per sistemi bidimensionali,
invece, & teoricamente prevista (J. M. LEINAAS, J. MYRHEIM, 1977) lesistenza di quasi—particelle
obbedienti a statistiche variabili con continuitd tra le statistiche di Fermi-Dirac e di Bose-Einstein?.
Nel caso di un un sistema composto da una coppia di simili quasi—particelle, si avrebbe che

Sy (é1, ) = eY(&, &), 6 € [0,2m).

Dunque, se 8 = 0 la statistica ¢ quella di Bose-Einstein e se § = 7 ¢ quella di Fermi-Dirac; tuttavia
per valori di € intermedi e diversi dai precedenti, le statistiche sono differenti. Proprio per via del fatto
che le funzioni d’onda possono assumere qualsiasi fattore di fase a seguito dello scambio, F. WILCZEK
conio per tali particelle il nome anyons. Un’evidente proprieta ¢ quella di avere spin arbitrario (non
solo valori interi o semi-interi in unita di A): infatti, indicando con s il “numero quantico” di spin ed
imponendo che 0 = 27s, si ha che ¢? = (¢"™)?* = (—~1)° e quindi

S(&1, &) = (—1)* ¢ (&, &), s €[0,1).

33Introdotto da L. D. LANDAU per semplificare la trattazione di alcuni complessi sistemi quantistici a molti corpi,
il termine quasi—particella identifica una serie di entita di tipo particellare e speciali eccitazioni collettive presenti in
sistemi fisici fortemente interagenti. Un esempio ¢ associato al transito di un elettrone all’interno di un semiconduttore: la
traiettoria del moto, influenzata dalle numerose interazioni con gli altri elettroni e nuclei, corrisponde approssimativamente
a quella di un “elettrone” libero con massa effettiva pe # me. Ulteriori esempi sono associati alle eccitazioni collettive dei
fononi (vibrazioni dei reticoli cristallini dei solidi), dei plasmoni (eccitazioni coerenti all’interno di un plasma), dei polaroni
(quasi—particelle cariche in movimento in un materiale e circondate da ioni), dei polaritonsi (una miscela di fotoni con altre
quasi—particelle), dei rotoni (eccitazioni elementari dell’Heéfsuperﬂuido), dei frattons (vibrazioni collettive quantizzate su
un substrato frattale). Un altro esempio famoso & quello dei solitoni, soluzioni d’onda stabili ottenute da una delicata
compensazione tra fenomeni non lineari e dissipativi.

34Sperimentalmente non esiste alcuna verifica ufficiale dell’esistenza degli anyons. Tuttavia, nel 2005 un gruppo di
ricercatori della Stony Brook University avrebbe realizzato un interferometro a quasi—particelle e nel corso dello studio di
alcune proprieta dell’effetto Hall quantistico frazionario, avrebbe osservato l’esistenza di frange d’interferenza simili a quelle
osservate nell’effetto Aharonov-Bohm e soggette ad uno spostamento a seguito dell’accensione di un campo magnetico (F.
E. CamiNo, W. ZHOU e V. J. GOLDMAN, Realization of a Laughlin quasi—particle interferometer: Observation of fractional
statistics, Phys. Rev. B 72, 075342, (2005)). Se riprodotto, questo risultato permetterebbe di concludere che gli anyons
hanno realta fisica e non sono solo speciali speculazioni matematiche.
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L’arbitrarieta del numero quantico di spin non e poi cosi sorprendente: infatti il gruppo delle rotazioni
in due dimensioni € abeliano e quindi non esistono relazioni di commutazione da quantizzare; in altre
parole, nessuna restrizione sui possibili autovalori di spin proviene dall’algebra del gruppo°.

Esempi

o GROUND STATE DI HAMILTONIANI SIMMETRIZZATI ED ANTISIMMETRIZZATI
Sia S composto da N particelle identiche non interagenti ed {H (”)}nzl,_“, ~ 1relativi hamiltoniani,
ciascuno definito su D. Sia noto lo spettro energetico di singola particella che, per semplicita,
assumiamo discreto e non degenere: in ordine crescente U(H(")) = {ep,e1,82,...t n=1,...,N,
dove ¢( & il ground state di singola particella. Vogliamo determinare il ground state Ey di S. In
accordo con il quinto postulato, I’hamiltoniano Hg del sistema composto ¢ della forma

N
Hs:®H(n):H(1)®...®]l(N)+ o +1W R BN,
n=1

¢ definito su D®V e la sua azione su un generico |¥) € D®V & specificata dalla seguente espressione
Hs|V) = (H(l)w(l))) ® - ® |¢(N)> o+ |¢(1)> ® (H(N)|¢(N)>)_

Sia ora [1o™) € D l'autovettore di ground state di singola particella: H ™ |o™) = go|epo™)
conn=1,...,N. Per il sistema composto, il vettore |¥o) = |1ho™) @ --- @ o™} & certamente
autostato dell’hamiltoniano bosonico YHs = Hg|gypen in quanto S Hg|¥o) = Neo|Py) e
W) € DN tuttavia, non & autostato dell’hamiltoniano fermionico ¥ Hs = Hs|ypon in
quanto |¥) ¢ &/D®N. In questo caso occorre tener presente del principio di esclusione e quindi,
dati [1™), ..., [¥n_1") € D tali che H™ |1, ™) = ep | ™) con k =0,...,N — 1 e costruito
il vettore |¥g) € &/D®N come determinante di Slater, si ha che & Hs|Wo) = >, €| ¥o) ed en_1
(I'ultimo livello occupato) prende il nome di energia di Fermi. Piu in generale, il ground state
bosonico resta invariato anche in presenza di degenerazione, mentre per fermioni assume la forma
Eo =1 gkek, dove 0 < gi < ny, tiene conto del numero di particelle presenti nel k—esimo livello.

3.3 Spazi di Fock

Uno dei punti centrali per la seconda quantizzazione e I'introduzione di uno spazio di Hilbert associato
ad un numero di particelle variabile. Tale spazio, introdotto da V. D. Fock nel 1932, puo esser definito
nel modo seguente. Sia D lo spazio di Hilbert monoparticellare e D®" lo spazio associato ad n particelle
identiche che supponiamo per il momento distinguibili: si definisce spazio di Fock su D l'insieme

Z(D) = épm, (3.16)

n=0

e cioe la somma diretta di tutti i prodotti tensoriali degli spazi di singola particella. Per definizione,
D®0 = C ¢ lo spazio degli stati senza particelle e possiede come unico vettore di base il cosiddetto stato
di vuoto. Si osservi che D®" L D" per n # n/, ovvero i sottospazi associati ad un numero diverso
di particelle sono tra loro ortogonali. Dunque un arbitrario ¥ € % (D) ¢ identificato dalla sequenza di
elementi {1y € C, 11 € D,1ho = 1ho1 @ oo € D% ... 1y =Py @ -+ @ P € DP™,. ..} tali che

U=19@YP1 - DY D....

Naturalmente, gli spazi di Hilbert D®" inducono su .% (D) il prodotto scalare

(¥, Q) 5 py = Vi%0 + (Y1, 01)p + (Y2, d2)pez + .., (3.17)

358i veda, ad esempio, A. LERDA — Anyons: quantum mechanics of particles with fractional statistics.
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dove (1), ¢o)pe2 = (a1, d21)D (22, p22)p per definizione (vedi (3.1)). Dunque % (D) ¢ prehilbertiano;
inoltre, ¢ evidente che se D ¢ di Hilbert ed & separabile allora anche (D) lo & per costruzione, intendendo
la completezza nel senso di Cauchy (essendo coinvolta una somma diretta infinita).

11 prodotto scalare (3.17) consente di riscrivere I’espressione per un generico ¥ € .%(D): fissando in
D®" una base ortonormale tale che D®™ = Span{e; ® - - ® fin}(il imerx-.xk Vn € N e sfruttandone
la completezza, si ottiene

,,,,,

o0
=" > W@, i")ep @ - @fi dove \I/(il,...,i")E<ei1®---®fin,\lf>y(p) (3.18)

n=0 7;17”.’1‘7;,

e per ipotesi (¥, ¥) zp) < co. L’ortonormalita della base fornisce inoltre ’espressione per la norma:

n=0 il,.“,in

In realta in Meccanica Quantistica, ed in special modo in Teoria Quantistica dei Campi, trovano
applicazione i sottospazi di Fock simmetrizzati ed antisimmetrizzati, ovvero i sottospazi associati alle
potenze tensoriali simmetrizzate ed antisimmetrizzate di D. In altre parole, imponendo la validita del
principio di indistinguibilita & possibile identificare in % (D) i due sottospazi disgiunti

F(D)=EPDE"  dove DE" =
n=0

FDE" se (=-1,
SD® se (=1.

Per ¢ = 1 si parlera di spazio di Fock bosonico (su D) e per ( = —1 di spazio di Fock fermionico.
Un’espressione analoga alla (3.18) si ottiene per U, € .%#.(D) proiettando una base ortonormale di .Z (D)
sul sottospazio simmetrizzato ed antisimmetrizzato. Adoperando i proiettori & si trovano la basi

1
(eil ®-~-®fin)c E\/’rjﬁg(eil Q- Rf; ): ﬁ Z <|ﬂ‘(eﬂ-(zl)®®fﬂ-(zn))

T mTES,

Procedendo come in precedenza, si trovano rispettivamente per % (D) ed #.5 (D) le norme

2 =1 , |2
H\I’ﬂngﬂ(D)EZm | (it i),
n=0 il in
tutti distinti
2 =1 ) 1 12
TP SES {HJ\/(Z)!} WG
n=0 il,.im - i

dove N (i) tiene conto del numero di volte che I'indice i compare in (i, ..., ").

Esempi
o SPAZI DI FOCK DI FUNZIONI DI QUADRATO SOMMABILE
Sia D = L(R), allora .# (D) = C® La(R) @ La(R?) @ Lo(R3) ... Lo(R™) ... (si tenga presente che
Ly(E)® Lyo(F) ed Lo(E x F) sono naturalmente isomorfi) ed un elemento ¥ € .% (D) ¢ identificato
dalla sequenza di funzioni ¥ = {1/)0, V1(x1), Vo (1, 22)y -y Wn (X1, ey T)y - } tali che

|U|? = |oho|® + Z/R [V (21, 2n)|Pd ey .. d o, < oo.
n=1 "

In questo caso .#o(L2(R)) € la somma diretta dei sottospazi di La(R™) (con n € N) delle funzioni
lasciate invarianti sotto qualsiasi permutazione delle variabili, mentre %, (L2 (R)) & la somma di-
retta dei sottospazi di Ls(R™) delle funzioni dispari rispetto allo scambio di due variabili.
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4 Teoria degli operatori lineari in spazi di Hilbert

In questa sezione studieremo le principali proprieta degli operatori lineari (limitati e non) in spazi di
Hilbert. A tal fine, richiamiamo alcune proprieta degli operatori lineari limitati.

4.1 Operatori lineari limitati (richiami)
Con il termine operatore si intende usualmente una mappa tra spazi vettoriali. Di particolare interesse

sono quegli operatori che “conservano” le proprieta algebriche degli spazi vettoriali (omomorfismi).

DEFINIZIONE (OPERATORE LINEARE) - Sia A : Dy C X — Y un operatore, X,Y due spazi vettoriali
suK; A ¢ lineare se e solo se Vx,x' € X eVa,f € K si ha che A(ax + 8x') = aAx + SAX'.

Il sottospazio D prende il nome di dominio di A: quest’ultimo si dira ovunque definito se
D4y = X e densamente definito se D4 = X. D’ora in avanti indicheremo con

Ty:=AX={yeY :y=A4x,x€ X}, l'immagine di A4,
Ra:=ADs={y €Y : y=Ax,x € D4}, il range di A,
Na:={x€Dy : Ax =0y}, il kernel di A.

Si dimostra banalmente che Z4, R4 ed N4 sono spazi vettoriali.

Esempi di operatori lineari sono: l'operatore identita 1 : x € X — 1x = x € X, 'operatore nullo
O:x e X +— Ox =0y €V, loperatore differenziale d, : p(z) € P,(C) — d,p(z) = dg(zz) € P,(C),
dove P, (C) indica lo spazio dei polinomi di variabile complessa aventi grado inferiore od uguale ad n.
Un esempio di operatore non-lineare: u € C*(R) — (d, u)? € C°(R).

Introduciamo ora l'inverso di un operatore lineare. Preliminarmente, richiamiamo la seguente

DEFINIZIONE (INIETTIVITA E SURIETTIVITA) - Un operatore lineare A : Dy C X — 'Y si dice iniettivo
se Vx1,Xo € D4 si ha che x1 # X9 = Axy # Axs (equiv., se Ax; = Axy = X1 = X3) e suriettivo
(ovvero una mappa da Dy suY) se Ra =Y. Inoltre, A ¢é biettivo se ¢ inicttivo e suriettivo.

Se A: Dy C X = Y ¢ iniettivo, & possibile definirne 1’inverso come loperatore A~ : R4 — Dy t.c.
A 'Ax =x VxeDy ovVVvero AA 'y =y VyeRa.

Se in aggiunta A & suriettivo, allora & invertibile su tutto Y, ovvero A= : Y — D4. Occorre stabilire
quando un operatore lineare & invertibile e quali proprieta soddisfa I'inverso.

TEOREMA (ESISTENZA DELL'INVERSO) - L’nverso di A esiste < Na = {0} ed é un operatore lineare.

Dimostrazione. i) Esistenza. Se Ny = {0} allora Ax =0 = x = 0. Sia Ax; = Axy: A ¢ lineare, per cui
A(x1—x32) = 0 = X; = X3, ovvero A & iniettivo e quindi esiste I'inverso. Viceversa, supponiamo che A~}
esiste: allora Ax; = Axs = X; = Xa, posto x3 = 0 si ha che Ny = {0}. 4i) Linearitd. Vy1,y2 € Ra,
dx1,%X9 € Dy tali che y; = Axy ed yo = Axy. Ma R4 € uno spazio vettoriale e quindi Vo, 8 € C &
ay1 + By2 € Ra, ovvero 3x’ € Dy tale che ay; + Bys = Ax’; poiché A & lineare x’ = A(ax; + fx2).
Si osservi ora che x1,%2,x’ € Dy e dunque x12 = A7 ly; 9 ed x' = A7 (ay; + Bys), dalle quali segue
che A7 (ay; + By2) = adx; + BAxs = aA7ly; + BA™ly,, il che dimostra la linearitd di A=1. O

Sinotichese A: Dy C X Y e B: Dg CY — Z sono operatori lineari e biettivi, allora I'inverso del
prodotto (BA)™!: Z — D4 esiste ed ¢ tale per cui (BA)~! = A=1B~L.

L’insieme degli operatori lineari A : X — Y forma lo spazio vettoriale £ (X,Y), il quale puo essere
munito della struttura di spazio normato una volta definita la norma di un operatore.

36Simili operatori intervengono puntualmente in Meccanica Classica nello studio dei cosiddetti sistemi non-lineari.
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DEFINIZIONE (OPERATORE LINEARE LIMITATO) - Siano X,Y normati; Uoperatore A: Dy C X — Y
si dice limitato se e solo se IM € RT tale che |Ax|ly < M||x||x Vx € D4 (per semplicita, omettiamo
d’ora in avanti i pedici di norma). Inoltre, qualora esista, si definisce norma di A il limite superiore

Ax
41 = sup 120 up jax. (@.1)
x€Da HXH x€D 4y
xA0x llxll =1
Si noti che con M = ||A|| la condizione di limitatezza diventa ||Ax| < ||A||||x]|, Vx € Da. Si prova

banalmente che le formule (4.1) sono tra loro equivalenti e soddisfano gli assiomi di norma. Il sottospazio
B(X,Y) = Z(X,Y)| 4.x >y limitay; Munito della norma (4.1) & di Banach se Y & di Banach.

In generale I'inverso di un operatore limitato non € limitato, a meno che non si considerino operatori
su spazi finito dimensionali. Per spazi normati di dimensione arbitraria vale il seguente

TEOREMA (INVERSO LIMITATO) - Sia A : Da C X — Y un operatore lineare ed X,Y degli spazi
normati. Allora A ammette inverso limitato se e solo se 3§ € RT tale che ||Ax| > §||x|| Vx € Da.

Dimostrazione. Sia Ax = 0, allora 0 = || Ax|| > §||x|| e quindi x = 0; di conseguenza Ny = {0} ed A~!

esiste. Per provarne la limitatezza, sia y = Ax, dunque |ly| = ||Ax]|| > 6||x||; d’altra parte x = A~y e
quindi |[A'y|| = [|x]| € }|ly||. Pertanto A~! & limitato e ||A~!|| < 1. Viceversa, se A~! esiste limitato,
allora 36 € R t.c. [A7Yy| < 3llyll Vy € Ra e quindi [|Ax[| > 6[x[|, Vx € Da. O

Si puo inoltre dimostrare che se A € B(X,Y) ¢ biettivo ed X,Y sono di Banach, allora A= € B(Y, X).
Gli operatori lineari limitati godono di alcune importanti proprieta, riassunte nei seguenti teoremi.

TEOREMA (CONTINUITA) - Sia A € Z(X,Y) ed X,Y normati. Allora A é limitato < A é continuo.

TEOREMA (DIMENSIONI FINITE) - Sia A € Z(X,Y), X normato e finito dimensionale = A limitato.

Dimostrazione. Sia X = Span{ey,...,e,}: dunque un generico x € X potra essere sviluppato nella
forma x = ), {xey. Dalla linearita di A segue allora che

[ Ax|| = ‘ > &eder|| < Texllék] < m]?X{HAXH} > Lkl
k k k

D’altra parte, si dimostra che ad ogni insieme di vettori linearmente indipendenti {x1,...,%,} di uno
spazio normato X di dimensioni arbitrarie ¢ possibile associare un numero K > 0 tale che per ogni
scelta degli scalari {a1,...,a,} si abbia che |la1x; + - + apXy|| > K(Jai| + -+ + |an]). Pertanto
Skl < LIS, &verll = LIx]| ed in definitiva [|[Ax|| < v[|x|| dove v = L max;, {||Aex||} Vx € X. O

Nel seguito avremo inoltre bisogno del concetto di uguaglianza, restrizione ed estensione di operatori:

DEFINIZIONE (RESTRIZIONE, UGUAGLIANZA ED ESTENIONE DI OPERATORI) - Sia A : Dy C X —» Y
un generico operatore ed X,Y due spazi vettoriali di dimensione arbitraria. Si definiscono

1. restrizione di A ad un sottospazio B C Dy, l'operatore

A’B:B—>Y tale che A‘Bx:Ax Vx € B;

2. estensione di A ad un sottospazio M D Dy, l'operatore

A:M =Y tale che E{DAXZAX Vx € Dy.

Inoltre, dato un secondo operatore A’ : Dyr C X =Y, si dira che A ed A’ sono uguali se

A=A ovvero se Da=Da ed Ax=Ax, Vx €Dy =Dy
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Usualmente, le estensioni di interesse sono quelle che conservano le proprieta degli operatori di
partenza, in particolare linearita, limitatezza e norma. A tal proposito si dimostra il seguente, importante

TEOREMA (ESTENSIONE LINEARE LIMITATA) - Sia A: D4 C X — Y lineare e limitato, X normato ed
Y di Banach: A ammette un’unica estensione lineare limitata A :Dy — Y tale che | Al = || A]|.

Si noti che il teorema comprende anche i casi in cui 'estensione ¢ da un sottospazio denso in uno spazio
normato X a tutto X, o da uno spazio normato X al suo completamento.

Ricordiamo infine che su spazi vettoriali finito dimensionali un operatore lineare & in corrispondenza
biunivoca con una matrice, individuata dall’azione dell’operatore sugli elementi di una base fissata. In
altre parole, dato A € .Z(X,Y), X,Y finito dimensionali su K e scelte in questi le basi E = {€;}i=1,... n,
B = {bi}r=1,...m rispettivamente, si ha che X 5 x=)",§e;,, Y 3y =), by e quindi

anbk:y:AXZZ€iAei:Z(ZAki§i)bk = M=y Aw&, k=1,..,m.
K i i 5

k

L’azione di A su X & pertanto individuata dalla matrice rappresentativa K™*" 5 A = (A),
determinata univocamente a meno di trasformazioni di similitudine delle basi di X ed Y.

Nei paragrafi successivi avremo sempre a che fare con operatori lineari definiti su spazi di Hilbert,
in particolare con operatori A che mappano H in sé. Nel caso di dimensioni finite, la classificazione
delle proprieta degli operatori ¢ molto semplice e discende grossomodo dalle proprieta delle matrici.
Infatti, ogni prehilbertiano finito dimensionale & completo ed ogni Hilbert finito dimensionale € isomorfo
a C™; quindi, fissata una base in C", si ha che ciascun operatore A : D4 C ‘H — H sara rappresentato
univocamente da una matrice A € C"*"., Comunemente, si usa affermare che la matrice A &

. o T N .

Z) hermitiana se A=A 7,') simmetrica se A= .AT7

.. . L. —T se AR X" .. s . . T
i1) anti-hermitiana se A=-A —_— i7') anti-simmetrica se A= —AT,
... T _ — Y -1 _
iii) unitaria se A"1=A" i1i') ortogonale se A7F=AT.

Inoltre, si dice che la matrice A ¢ normale se soddisfa la condizione AAT = AT A.

Sembra allora naturale introdurre un operatore A* che ammetta come rappresentazione matriciale
la trasposta coniugata A" in questo modo sarebbe possibile definire operatori hermitiani, unitari o
normali, semplicemente richiedendo che siano soddisfatte delle opportune uguaglianze con 'operatore
A*. Nel prossimo paragrafo vedremo come costruire A* in spazi di Hilbert di dimensione arbitraria.

Esempi

o ESEMPI DI OPERATORI IN B({s,{3)
Richiamiamo alcune proprieta degli spazi ¢,. Sia ¢, lo spazio delle successioni di p—esima potenza
sommabile, con 1 < p < oo: allora x = (&)ien € £, & (32, |&]P)Y/P < co. Lo spazio £, puo essere
metrizzato definendo in esso la metrica®” d,(x,y) = (3, |& — m:[P)'/P, rispetto alla quale (£,,d,,)
& completo. La metrica d, proviene dalla norma [|x|, = (3=, ]&|P)!/? e quindi, poiché (£,,d,) &

completo, (£p,] - ||,) & di Banach®®. Definiamo ora l'operatore T}, : {5 — {5 e tale per cui
Tn(fl;w .. ,gnfl,fn,gnle,. . ) = (070, A 707£n;£n+1; .. .), Vx € 62.
It
n—volte

37Le proprieta di simmetria e di non-negativita si verificano banalmente; il fatto che dp(x,y) sia finita e soddisfi la
disuguaglianza triangolare segue invece dalla disuguaglianza di Minkowsky

o)< (Ser) " (Sr)
(Se-nr) " <(Ser) "+ (3

38Ricordiamo che || - ||p discende da un prodotto scalare se e solo se p = 2. Infatti, Vx,y € £, deve esser soddisfatta
identita del parallelogramma ||x||2 + ||ylI2 = %(Hx +y||;2; + [|x — )’H;Za)§ presi x = (1,1,0,0,...) ed y = (1,-1,0,0,...) in
£y si ha che ||x]|p = ||yllp = 2P e |x + yllp = [|x — ¥llp = 2. Sostituendo nell’identita si trova 22/P+1 =22 & p = 2.
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Gli operatori cosi definiti sono lineari e limitati. i) Linearita: Vx = (&;)ien, ¥ = (i)ien € {2 si ha
che T, (x+y) =Tu(&1 +m,& + 12, &n + My o) = (0,0,...,0,& + 0y Ent1 + Dt1, -2 ) =
Tox + Tyy. @) Limitatezza: ¥x € €y si ha che | Tx[5 = 3702, 167 = Y en&l® — Yo &7 =
[%[l2—sn < [x]13, dunque T,, & limitato e || 15| g(ey,e,) < 1. Possiamo dimostrare che || T, gz, ,0,) =
1: scelto x,, = (0,0,...,0,&,&nr1, ... ) @ TnXy = X, € quindi Hﬁ:{%ﬁilz = ldacui [|T,[ B(ey,e.) = 1.
Con ragionamenti analoghi si dimostra che 'operatore S,, : {5 — ¢5 tale che

Sn(§1a§25"'a§na"') = (07"'50751762"")7

n—volte

¢ lineare, limitato ed ha norma [|S, | g(,,e,) = 1.

o UN ESEMPIO DI OPERATORE INTEGRALE IN B(C?, C?)
Richiamiamo alcune proprieta degli spazi C°([a, b]). Sia C°([a,b]) lo spazio delle funzioni continue
su [a, b] a valori in R o C; esso puo essere metrizzato mediante deo(z,y) = maxe(q,5 |2(t) —y(t)], la
quale & ben definita per il teorema di Weierstrass e soddisfa gli assiomi fondamentali. Rispetto ad
essa lo spazio (C°([a, b)), dco) & completo® e deo proviene dalla norma ||z co = maxse(q,p) |2(t):
dunque (C°([a,b]),] - ||co) & di Banach®’. Sia ora T : C°([a,b]) — C°([a, b]) tale che

b
Ta(t) = / K(t,ne(r)dr, K1) e C(a,b] x [a,8]).
T ¢ lineare e limitato. i) Linearita: discende dalla linearita dell’integrale; ii) limitatezza:

b
< max/ |K(t,7)||x(T)| d 7| < K|z co,
tela,b] /g

/abK(t,T)x(T) dr

ITz||co = max
t€la,b]

dove k = (b — a) max r)eja,b)x[a,p] | K (t, 7). Dunque T & limitato e || 7' g(co,coy < k.

o OPERATORE DERIVATA
Sia P, ([0,1]) lo spazio dei polinomi di grado minore od uguale ad n su [0,1] e D : P,([0,1]) —
P,.([0,1]) Voperatore derivata. D & lineare, ma non limitato. Infatti, introdotta la norma || - || =
maxyeo,1] |- (t)| e scelta z(t) = ¢, si ha che ||z| = 1, | Dz| = |[nt" || = n e quindi, per definizione,

D= sup |[[Dz| =n.
2P, ((0,1])

llwll=1
4.2 Aggiunto di Hilbert di operatori lineari limitati (richiami)
La costruzione dell’aggiunto di Hilbert per operatori lineari limitati necessita un ultimo richiamo al

teorema di Riesz per forme sesquilineari limitate (si veda nota 19, pg. 16) su spazi di Hilbert.

TEOREMA (RIESZ — FORME SESQUILINEARI LIMITATE) - Sia F' : H1 x Ha — K una forma sesquilineare
limitata ed Hi,Ha due spazi di Hilbert. Allora F(x,y) = (x,Sy), dove S : Hy — Hi é un operatore
lineare e limitato, univocamente determinato da F e tale per cui |[F|| = ||S|-

39Va dimostrato che ogni successione di Cauchy di elementi di C°([a,b]) & convergente ad un elemento di C°([a, b]).
Sia quindi (zn(t))nen di Cauchy in C%([a,b]): allora Ve € RT, v € N tale che Vn,m € N, n,m > v & deo(Tn, Tm) =
maxse(q,p) [Tn (t) —Tm(t)| < e. Fissato to € [a, b] segue che (z, (to))meN & di Cauchy in R o C e quindi, per la completezza
di questi ultimi, limy, zm (to) = x(to). Si puo allora costruire x(t) punto per punto, sicché limy, zm (t) = z(t) e quindi, scelti
n,m > v e limm |20 (t) — om (t)] = |z (t) — z(t)| < &, ovvero z, converge uniformemente ad z e quindi x(t) € C°([a,b]).

40La norma || - ||co non proviene da un prodotto scalare: infatti, scelte in C%[a, ] le funzioni z : t — led y : t —

—a
b—a’
si ha che [|z]lco = 1 = [lyllco, llz +yllco = 2 ed ||z — yl|co = 1, dunque Iidentita del parallelogramma non & soddisfatta.
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DEFINIZIONE (OPERATORE AGGIUNTO DI HILBERT) - Sia A : Da C Hy — Hy lineare e limitato,
H1,Ho di Hilbert. Si definisce aggiunto di Hilbert*' di A loperatore A* : Dax C Ho — Hi tale che

(Ax,y) =: (x, A"y), Vx € Dy, Vy € Dy-. (4.2)

Si osservi che i prodotti scalari coinvolti nella (4.2) sono rispettivamente di H; (destra) ed Hs (sinistra).
Dobbiamo ora mostrare che tale definizione € ben posta, ovvero che esiste A* per un dato A.

TEOREMA (ESISTENZA E UNICITA DELL’AGGIUNTO) - A : Hi — Ha lineare e limitato. L’aggiunto
A* i Hy — Hy di A esiste, é unico ed & un operatore lineare, limitato e tale per cui | A = || A*|.

Dimostrazione. Occorre verificare che F(x,y) = (Ax,y) individua una forma sesquilineare limitata su
Hi X Hi. i) Sesquilinearita: & garantita dal prodotto scalare e dalla linearita di A; la linearita coniugata
(od antilinearita) della forma si prova osservando che Vo, 3 € C, Vx1,x3 € H1 e Vy € Ha

F(axi + Bx2,y) = (A(axy + Bx2),y) = a(Ax1,y) + B{Axs,y) = @F (x1,y) + BF(x2,y).

1) Limitatezza: segue dalla disuguaglianza di Cauchy—Schwarz e dalla limitatezza di A:

C.S.
[F(x,y)| = [(Ax,y)| < [[Ax]lly[l < [Alllx]ly]l

dalla quale segue anche che || F|| < ||A]|*2. D’altra parte, per le proprieta dell’estremo superiore

F(x Ax, A A
17l = sup D5 gy, Lm0l A,
xyer X[yl xer XA xen [Ix]
x#£0,y#0 x#0,Ax#£0 Xx£0
in definitiva: ||F|| = ||A]|. Dunque F : H1 x H2 — K & una forma sesquilineare limitata e, per il teorema
di Riesz, 3! A* : Hy — H; lineare e limitato, tale che (Ax,y) = (x, A*y) ed || 4| = ||A*]|. O

Va osservato che il teorema resta valido anche nel caso in cui A ¢ densamente definito in H;: infatti,
per il teorema dell’estensione lineare limitata, 3! A : H; — Hz lineare, limitato e tale che ||A|| = || 4]
Inoltre, appare evidente che il dominio dell’operatore aggiunto corrisponde al sottospazio

Da- ={y € Ha : F(x,y) = (Ax,y) ¢ limitata, Vx € D, }.
Per come definito, 'operatore aggiunto soddisfa alcune proprieta generali, riassunte nel seguente

TEOREMA (PROPRIETA DELL’AGGIUNTO) - Siano A, B : Hy — Ha lineari e limitati, Hi, Ho di Hilbert
ed A*, B* : Ho — H1 i rispettivi aggiunti. Siano inoltre o, B € C due scalari qualunque. Allora

a) (aA+pBB)* =aA* +3B* (antilinearita),
b) (A")*=A (involutivita), (4.3)
c) [A*A| = [AA%| = |A]*

Inoltre, supponendo che A:H, — Ho e B:Ho — Hz, vale la sequente regola per il prodotto
(BA)" = A*B*. (4.4)
Infine, se A ¢& biettivo allora anche A* ¢ biettivo ed in tal caso vale l'uguaglianza

(4) = (a7 (4.5)

417,5 desinenza “di Hilbert” serve a risaltare la differenza con la definizione di “aggiunto di Banach”, ovvero I’aggiunto di
operatori lineari e limitati definiti su uno spazio di Banach (vedi M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL
PHYSICS, vol. 1, pgg. 185-186). D’ora in avanti essa verra sottintesa, poiché lavoreremo esclusivamente in spazi di Hilbert.

428i noti che || F|| va intesa sullo spazio delle forme sesquilineari limitate su H1 x Hz ed ||A| su £ (H1, H2) liimitati-
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Dimostrazione. a) Dalla (4.2) segue che Vx € H1, Vy € Hs ¢ (x, (A + SB)*y) = ((cA + B)x,y) =
a(Ax,y)+B(Bx,y) = (x, (@A*+5B*)y). b) Per le proprieta del prodotto scalare, la (4.2) & equivalente
all’espressione (y, Ax) = (A*y,x) e quindi Vx € H1, Vy € Ha & (Ax,y) = (x, A*y) = ((A*)*x,y). ¢)
Vx € My e |Ax|? = (Ax, Ax) = (A"Ax,x) < [A"Ax|[|x]| < [A*Al||x||* dunque [A]* < [[A*A];
d’altronde, per operatori lineari limitati [|AB|| < ||A]|||B]|: nel nostro caso ||A* Al < ||A*||[|A] = || A|?
ovvero |[A*A| = ||A||%. Sostituendo in quest’ultima A con A* si trova |(A*)*A*| = ||4A*||?> = ||4]]?,
ma (A*)* = A e dunque |AA*|| = ||A||?>. d) Notare che BA : H1 — Hz ed A*B* : H3 — H1, quindi
Vz € Hz, Vx € H; si ha che (x, (BA)*z) = ((BA)x,z) = (Ax, B*x) = (x, A*B*z). e) A € B(H1,H>)
biettivo = A™! € B(Ha,H1) = (A™1)* € B(H1,H2). Ma A71A =14, ed AA™! =14, quindi 13, =
A (A™H* ed 14, = (A71)*A* (essendo 13, , = 13, ,), ovvero A* & biettivo ed (A" t=(A"YH* O

L’introduzione dell’aggiunto permette di definire due importanti classi di operatori.

DEFINIZIONE (OPERATORI HERMITIANI ED AUTOAGGIUNTI) - Sia A : Dy CH — H lineare e limitato,
H di Hilbert ed A* : Dy« CH — H il suo aggiunto. Diremo che A é hermitiano se A C A* e cioé se
Dy C Dy ed Ax = A*x Vx € Dy. Equivalentemente, A & hermitiano se e solo se

<AX, Y> = <X3 Ay>7 VX, yc DA- (46)
Si dice invece che A é autoaggiunto se A = A*, ovvero se A é hermitiano e Dg = D 5+.

Dalla (4.6) segue un criterio di hermitianita: A su H complesso € hermitiano se e solo se (Ax,x) € R,
Vx € D4. Sinoti che se A, B sono hermitiani, il loro prodotto & hermitiano se e solo se [A, B] = 0.
La definizione va letta con cautela: ha il pregio di evidenziare il legame tra autoaggiuntezza ed hermi-
tianita, ma non ne giustifica esplicitamente la natura. In prima analisi occorre dimostrare il seguente

TEOREMA (PROPRIETA DELL’OPERATORE HERMITIANO) - A ¢é hermitiano se e solo se A C A*.

Dimostrazione. 11 dominio dell’aggiunto si identifica equivalentemente come l'insieme di tutti gliy € H
per i quali Jy* = A*y € H tale che (Ax,y) puo essere rappresentato come (x,y*) Vx € D4, ovvero

Da-={yeH :Iy* €M con (Ax,y) = (x,y"), Vx € Da}.

Cid detto, sia A hermitiano ed y € Dy4: allora (Ax,y) = (x,y’) Vx € Dy, dove y/ = Ay; dunque
y € Dy ed Ay = A*y Vy € Dy, ovvero A C A*. Viceversa, sia A C A*: allora Dy C Dy~ ed
Ay = A*y Vy € Dy4; quindi (Ax,y) = (x, A*y) = (x, Ay) Vx € Dy, ovvero A & hermitiano. O

La dimostrazione prescinde dalla limitatezza dell’operatore: quest’ultima, infatti, & una proprieta gene-
rale dell’operatore hermitiano ed & soddisfatta se e solo se 'aggiunto esiste ed & ben definito.

Va inoltre osservato che autoaggiuntezza = hermitianita, ma non € necessariamente vero il contrario.
Solo in spazi finito dimensionali le due definizioni, in generale, coincidono: infatti, se dimH = n < oo,
Pesistenza dell’aggiunto & garantita per qualsiasi operatore lineare definito su A e vale la corrispondenza
A € End(H) +» A € C™*". Sicché, munito C™ del prodotto scalare (z, w)cn = z"w, si ha che

<AX7 Y>7'l — <AX7 Y>(C" = ET]TY? <X, A*y>7'l = <X7 A*Y>C" = iTA*Y?

dove A* € C™*" & la matrice rappresentativa di A*. Dalla definizione (4.2) segue allora che A* = A e
per costruzione D« = C™ = Dy: quindi se A & hermitiano (A = .AT) & anche autoaggiunto.
Per spazi di Hilbert di dimensione arbitraria, invece, 'unica possibilita e la seguente:

TEOREMA (HERMITIANO VS AUTOAGGIUNTO) - A hermitiano ed ovunque definito = A é autoaggiunto.

Dimostrazione. Sia A : Dy = H — H hermitiano, allora A* D A ovvero Dy« D Dy ed A*x = Ax Vx €
Dy. D’altra parte Dy« C H e di conseguenza H 2 D~ O Dy = H da cui segue che Dy = H =Dy4. In
definitiva D« = Dy ed Ax = A*x VX € Dy = Dy« e cioe A = A*. O
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Quindi in spazi infinito dimensionali (hermitianita = autoaggiuntezza) < (A & limitato e Dy = H).
Concludiamo con un teorema di grande importanza nelle applicazioni della Teoria degli Operatori
Lineari alla Meccanica Quantistica. Occorre prima introdurre la definizione di grafico di un operatore.

DEFINIZIONE (GRAFICO DI UN OPERATORE) - Sia A: Dy CH — H lineare, H di Hilbert. Si definisce
grafico*® di A Uinsieme Ty := {(x,y) EH X H : x € Da, y = AX}.

TEOREMA (GRAFICO CHIUSO 1) - Sia A come prima e Dy = H. Allora A ¢ limitato < T4 ¢é chiuso.**

Il seguente corollario del teorema del grafico chiuso ha importanti conseguenze in Fisica Matematica.

TEOREMA (HELLINGER-TOEPLITZ) - Sia A: Da C H — H lineare, H di Hilbert. Se A ¢é hermitiano
ed ovunque definito, allora A & limitato.

Dimostrazione. Va provato che I'4 & chiuso. H & completo, dunque 3 (X, )nen di H tale che (x,,, Ax,) —
(x,y); basta allora verificare che y = Ax. Ma A ¢ hermitiano e quindi Vz € H,

(z,y) = lim (z, Ax,) = lim (Az,x,) = (4z,x) = (z, Ax) = y = Ax.
n—oo n—oo
Pertanto I' 4 & chiuso in H X H e per il teorema del grafico chiuso A e limitato. O

Nel seguito vedremo che gran parte degli operatori della Meccanica Quantistica sono non—limitati ma
soddisfano la condizione di hermitianita. Il teorema precedente suggerisce che essi non possono essere
ovunque definiti e dovranno essere ristretti al piu a sottospazi densi nello spazio di definizione originario.

Esempi

o PROIETTORE ORTOGONALE

Sia H di Hilbert ed ) un suo sottospazio chiuso. Per il teorema della proiezione ortogonale,
H =YY" e quindi ogni x € H ammette la decomposizione ortogonale x = X +z, X € J e
z € Y. Alla luce di tanto, la mappa Py : x € H + Pyx = x € ) individua un operatore lineare,
limitato, autoaggiunto ed idempotente da H in Y. Un operatore siffatto prende il nome di proiettore
ortogonale su Y. Dimostriamo le proprieta elencate: la linearita ¢ evidente, mentre per le altre
proprieta occorre osservare che Py agisce come 'operatore identitd su Y (in quanto PyXx = X
Vx € )) e come l'operatore nullo su Y+ (in quanto Pyz = 0 Yz € Y1). i) Idempotenza: ’P)%x =
Pyx = x,Vx € H. ii) Limitatezza: ¥Vx € H, ||x]|? = ||x||> +|z||? essendo z | x e quindi ||Pyx|| =
%[l = v/IIx[? — ||z[|? < [|x]|, ovvero Py & limitato. Inoltre, essendo idempotente, ||Py|| = ||P3[| <
IPYIIPyll = [IPy||? (grazie alla limitatezza) e quindi ||Py|| = 1. iii) Autoaggiuntezza: & banale
poiché Py ¢ ovunque definito ed hermitiano (infatti Vx € H ¢ (x, Pyx) = (X +z,%) = [|X|> € R).
Viceversa, se Py € Z(H,H) & limitato, autoaggiunto e tale per cui 7332, = Py, allora Py & un
proiettore ortogonale su Y ed Y :={X € H : Pyx =X, x € H} & un sottospazio chiuso di H.

o OPERATORE DI POSIZIONE IN RAPPRESENTAZIONE DI SCHRODINGER
Sia q : ¥(x) € Dy C Lao([a,b]) — (qv)(z) = ap(x) € Lo([a,b]) e Dg = La([a,b])*. Per come
definito, q & lineare ed hermitiano, infatti ¥V, ¢ € La([a, b]) risulta essere

bi b o
(¥, 99) Ly (a.b)) =/ z/J(£10)917<I5(33)dﬂ€=/ rp(z)p(x) dx = (a9, @) L, ((a,b])-

a

Per il teorema di Hellinger—Toeplitz q ¢ limitato su La([a, b]). Per verificarlo, osserviamo che

b b
/ 22 [P(x))Pdr < MQ/ lv(2)|*dz < oo, M = max{a?, b*};

43Tale definizione si estende a qualsiasi mappa A: Dy C X — Y, con X,Y spazi normati.
44Per la dimostrazione, si veda M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 1, pg. 49.
45 A rigore Dyq = {4 € La([a,b]) : q¥ € La([a,b])} ed Dq = La([a, b]); tuttavia, vedremo tra breve che (q, Dq) & limitato.
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preso quindi b2 > a? si ha che

b b
a2 12 a0 =/ 2?|p(z)]* da < 62/ [W(@)] da = 61917, (a)-

Scelta in Lo([a,b]) una funzione di norma unitaria, si ha che ||q||z,([a,0)) < b per cui q ¢ limitato
su La([a,b]). Inoltre, essendo hermitiano ed ovunque definito, q & autoaggiunto su La([a, b]).

La situazione cambia drasticamente nel caso in cui q : Dq C La(R) — Lo(R). L’hermitianita resta
conservata; tuttavia, se per assurdo Dy = L2(R), dal teorema di Hellinger-Toeplitz seguirebbe
che ¢ ¢ limitato su Ly(R) e cid e falso! Difatti, presa ¢ (z) = (aﬁ)*lﬁe*m?/@‘g) € Ly(R) con
varianza o € R{ e costante di normalizzazione fissata di modo che ”1/’”%2(11%) =1, si trova

1 z2 o2 o

a7 = 7/%‘2@_72 =— = |dl= sup |a¥lL,m =—=-

I = 5 /. ] lall = _sup vl = 5
1L, r)y=1

Poiché o € R(T puo essere arbitrariamente grande, q non e limitato. Dunque Dgq C La(R).

OPERATORE IMPULSO IN RAPPRESENTAZIONE DI SCHRODINGER

Sia p : Y(z) € Dy C La(R) — (p)(x) = —10,¢(x) € Lo(R) Voperatore impulso in rappresen-
tazione di posizione. Non & necessario ricorrere al teorema di Hellinger—Toeplitz per accorgersi che
p non & ovunque definito in Lo (R): infatti, la sola richiesta che ¥ € Lo(R) non & sufficiente a garan-
tire che anche 9,1 (x) € La(R) e quindi la scrittura (), pv) p,®) = — fR 0, (z) d x potrebbe non
aver senso. Inoltre, per provare che p & hermitiano su Ly (R), occorre richiedere che

<pwa¢>L2(R) = Z¢($)¢($)’R - z/Rz/J(m)ﬁqu(x)dx ; <wap¢>L2(R) < ¢($>¢($)|R =0,
e non tutte le funzioni di Lo(R) si annullano all’infinito, come ad esempio ¥ (z) = e—a'sin’
D’altra parte, si pud dimostrare che H'(R) (vedi nota 12, pg. 7) & denso in La(R) ed & tale
per cui lim, 1009 (z) = 0 Ve € H'(R). Dunque, posto D, = H'(R) si ha che p & hermitiano,
densamente definito in La(R) e non limitato. Per convincersi della non limitatezza, sia ¢ (z) =
(o/7)~Y2e%"/(20") ¢ HY(R): per assurdo, 3K € R* tale che Ipl7,@my < E21Y17, () ma

1 o2 1
2 _ 2 —% _
ool e = 5= ot aa = oo

e quindi, data l'arbitrarieta di o € Rar , bastera scegliere 02 < ﬁ per trovare ’assurdo. Una

strategia alternativa alla precedente e quella di adoperare il principio di indeterminazione: infatti,
per pacchetti d’onda gaussiani ApAq = % (si ha, ciog, minima indeterminazione), pertanto

1 1

9 _ A 2 = =
IPellLae) = A0° = e~ 207

La situazione non cambia molto se p : D, C Ly([a,b]) — La([a,b]): anche in questo caso D, C
Ly([a,b]). Ora perd la scelta D, = H'([a,b]) fa si che p non sia pitt hermitiano, non essendo
garantita la condizione ¥ (x)¢(x)|% = 0; 'hermitianita puo essere ripristinata scegliendo

Dy = Hy([a,0]) = {¥ € H'([a,b]) : ¥(a) = 0=(b)}.
Anche rispetto ad H}([a,b]) I'operatore p & non limitato: infatti, preso come intervallo [—m, 7] e

Y (z) = #2122 ¢ Hi([—7, 7)), con o € RT ed n € N, si ha che

2 __T 2 _ ™ ||P¢n||L2([—7r,7r]) o
H’(/)TLHLz([*ﬂ',ﬂ']) - @7 Hp'(/)n”Lz([*ﬂ'm]) - nQ(a_l) - m =

Dall’arbitrarieta di n € N segue che p & non limitato. Nel prossimo paragrafo vedremo che rispetto
a H{([a, b]) 'operatore p (pur essendo hermitiano) non & autoaggiunto.
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4.3 Aggiunto di Hilbert di operatori lineari non limitati

Introdurremo ora le principali proprieta relative ad operatori lineari non limitati in spazi di Hilbert.

Il problema principale da affrontare € legato alla definizione di aggiunto: per operatori non limitati
la forma F(x,y) = (Ax,y) non & pit limitata (Vx € D4, Vy € H) e dunque non & piu possibile invocare
il teorema di Riesz. Inoltre & necessario prestare attenzione ai domini di definizione degli operatori, la
cui scelta pud incidere drasticamente sulle proprieta degli operatori stessi*6.

Le difficolta vengono superate nell’ipotesi che A sia densamente definito in : in tal caso 'oper-
atore aggiunto esiste ed & ben definito. Per la sua costruzione si puo procedere nel modo seguente: si

consideri 'applicazione che ad ogni fissato y € H associa un y* € H tale che
(Ax,y) = (x,y")  Vx€Da. (4.7)

Poiché il prodotto scalare & lineare, I'insieme Dy« degli y € H siffatti identifica un sottospazio di H.
D’altra parte, ciascun y*, se esiste, & univocamente determinato, in quanto Dy ¢ denso in H (se D4 non
fosse denso, si avrebbe che (D4)* # {0}*7 e quindi esisterebbe un y; L x sicché anche y* +y; sarebbe
soluzione della (4.7)). Pertanto, 'applicazione A* : y € Dy~ — A*y = y* € H individua un operatore
(come tale grazie all’unicita) lineare (y* dipende linearmente da y) da D+ in H, dove

Dy« :={y €t :Jy*" €H con (Ax,y) = (x,y"),Vx € Da}.

In altre parole, 'insieme D4« ¢ individuato dagli elementi y € H per i quali il prodotto scalare (Ax,y),
pensato come funzionale su D4, pud essere rappresentato nella forma (Ax,y) = (x, A*y) Vx € D4y. In
quest’ottica “rappresentativa”’, & possibile intendere fy(-) : x € Da — fy(x) = (Ax,y) € C come un
funzionale lineare e limitato su D4, di modo che D4~ possa essere espresso nella forma equivalente

Da- ={y € H : fy(x) = (Ax,y) ¢ limitato, Vx € Dy}.
Si noti che se A* esiste, & unico (vista 'unicita di y*). Possiamo allora riassumere il tutto nella seguente

DEFINIZIONE (AGGIUNTO DI OPERATORI NON LIMITATI) - Sia (A,D,) lineare, non limitato e densa-
mente definito in H. Si definisce aggiunto di (A, D) Uoperatore lineare (A*, Dax) tale che (Ax,y) =:
(x,A*y) Vx € Da,Vy € Da~, dove Da- :={y € H : fy(x) = (Ax,y) ¢ limitato, Vx € Dy}.

Si osservi che, diversamente dal caso di operatori limitati, non si puo dire nulla a priori sul dominio
dell’aggiunto: certamente il vettore nullo vi appartiene, ma pud anche accadere che Dy~ = {0}. Come
prevedibile, questo fatto ha notevoli conseguenze sulle proprieta di A*, riassunte nel seguente

TEOREMA (PROPRIETA DELL'AGGIUNTO) - Siano A, B densamente definiti in H. Allora:

a) se ADB = B* DA% (4.8)
B) se Dayp=H = (A+B)" 2 A"+ B (4.9)
7) se Dap=H = (AB)" D B*A™; (4.10)
5) se Da=H = (A")* DA (4.11)

Dimostrazione. «) Sia A D B, allora Dy O Dp ed Ax = Bx Vx € Dp. Vogliamo dimostrare che
Dp+ 2O Da« e che B*y = A*y Vy € Dy«. Partiamo dalla prima: si tratta di verificare che ciascun
elemento di Dy~ e anche elemento di Dp~, tenendo presenti le rispettive definizioni dei domini. Sia
quindi y € Da-, allora fy(x) = (Ax,y) ¢ limitato Vx € D4; ma A D B e quindi fy,(x) = (Bx,y) ¢ lim-
itato Vx € Dp, per cui y € Dpg+. Passiamo alla seconda parte: sia y € D g, allora (Ax,y) = (x, A*y)
Vx € Da; ma A D B e quindi (Bx,y) = (x,A*y). D’altra parte, abbiamo dimostrato che Dp+ 2 D4+,

46Spesso per tener conto di quest’osservazione si usa identificare ’'operatore A come la coppia (A, D4).
. . . N . —1
47Si ricordi che un sottospazio K di H & denso in H se e solo se K~ = {0}.
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quindi se y ¢ un elemento di D4+ ¢ anche un elemento di Dp- e cio¢ (Bx,y) = (x, B*y). Dal confronto
con la precedente si trova che (x, A*y) = (x, B*y) Vx € Dg, Vy € Dy~ ovvero A*y = B*y Vy € Da-.

B) Sia Dayp = H, dunque (A + B)* & ben definito. Vogliamo dimostrare che D44 p)- 2 D+ NDp- ed
(A+ B)*y = (A* + B*)y Vy € Da- N Dp-*®. Si procede come prima, tenendo presente che

Diaypy ={y € H : fy(x) = ((A+ B)x,y) ¢ limitato, Vx € Dayp = Da N Dp},
Da-NDp- ={y € H : fy(x) = ((A+ B)x,y) & limitato, Vx € D4 UDp}.

Prima parte: siay € Da-NDp-, allora fy(x) = ((A+ B)x,y) € limitato Vx € D4 UDp; ma Dy UDg D
DaNDp e quindiy € D44 p)-. Seconda parte: siay € Da-NDp-~, allora ((A+B)x,y) = (x, (A*+B")y)
Vx € D4aUDp e dunque anche Vx € D4NDp; ma abbiamo dimostrato che Da«NDp+ C D44 py= € quin-
di y ¢ anche elemento di D44 p)-, per cui ((A+B)x,y) = (x,(A+B)"y) Vx € DaNDp. Confrontando
con la precedente si trova che (x, (A + B)*y) = (x,(A* + B*)y) Vx € Dy NDp,Vy € Da- N Dp~,
ovvero (A+ B)*y = (A* 4+ B*)y Yy € Da- N Dp-.

7) Sia Dap = H, allora (AB)* & ben definito. Dimostriamo che D(ap)- 2 Dp«a- ed (AB)*y = (B*A*)y
Vy € Dp~a~. Come prima, tenendo ora presente che Dyp ={x € Dp : Bx € Do} C D4 UDg e che

Dapy ={y € H : fy(x) = ((AB)x,y) & limitato, Vx € Dyp},

={y et : fy(x) = ((AB)x,y) @ limitato, Vx € Dy UDp}

(nell’ultimo passaggio si ¢ sfruttato il fatto che se y € Dy = fy(x) = (Ax,y) ¢ limitato Vx € Dy4).

§) Sia D= = H, allora A** = (A*)* & ben definito. Vogliamo dimostrare che Dy« O D4 e che
A**x = Ax Vx € D4. Adoperiamo una strategia diversa dalle precedenti*’: per definizione di aggiunto,
Pinsieme D4+~ consiste di tutti gli x € H che soddisfano la rappresentazione (A*y,x) = (y, A**x),
Vy € Dy-. D’altra parte Vy € Da- e Vx € Dy si ha che (A*y,x) = (y, Ax) (avendo considerato la
complessa coniugata dell’identita usuale). Di conseguenza, ciascun x € Dy ¢ anche elemento di D g«
ovvero D+« D Dy e, per confronto delle due rappresentazioni, si ha che Ax = A**x Vx € Dy4. O

Se pero almeno uno tra A e B & limitato, allora le proprieta ) e 7) valgono identicamente, ovvero:
TEOREMA (ALMENO UN OPERATORE LIMITATO) - A, B densamente definiti in H e B limitato. Allora
B se Dayp=H = (A+B)"=A"+B% (4.12)
v) se Dpa=H = (BA)*=A*B*. (4.13)

Dimostrazione. Essendo B limitato e densamente definito, si ha che Dg = H = Dp-.
B') In virth della (4.9), & sufficiente dimostrare che D44y« € Da~. Siay € Dayp)-, allora Jy* =
(A+ B)*y € H tale che ((A+ B)x,y) = (x,y*) Vx € D4; d’altronde Dp- = H e quindi (Ax,y) =

(A+B)x,y)—(x,B*y) = (x,y") dove y"* = y* —B*y € H. Pertanto, sey € D(4,py-, allora Iy € H
tale che (Ax,y) = (x,y") Vx € D4, ovveroy € Da- ed A'y =y = (A+B)*y — B*y Vy € D(a4p)-

7') In virtii della (4.10), va dimostrato che D(pay- € Da-p~. Siay € D(pay-, allora 3y* = (BA)*'y € H
t.c. (BA)X,y) = (x,y*) VX €Dpa={x€Dy : Ax€ H} = Dy; ma Dp- = H e quindi ((BA)x,y) =
(Ax,B*y) Vx € Da. Dunque, se y € Dpa)-, allora (Ax, B*y) = ((BA)x,y) = (x,y*) Vx € Dy,
ovvero B*y € Dy- ecioty € Da«p« ={y € H : B*y € Dy} ed A*B*y = (BA)*y Yy € D(pa)-- O

48Gi osservi che, in generale, se A: Dy CH — He B: Dp C H — H, allora 'operatore somma A+ B & un operatore
lineare con dominio Doy =DaNDp ed (A+ B)x = Ax+ Bx, Vx € Datp; Dayp € un sottospazio di H.
49Equivalentemente, si pud adoperare tale strategia per dimostrare le proprieta a),B) e ).
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Sorprendentemente, la commutativita delle operazioni di inverso e di aggiunto per operatori limitati,
resta immutata in presenza di operatori densamente definiti; tuttavia, la dimostrazione si complica.

TEOREMA (INVERSO DELL'AGGIUNTO) - Sia (A,Da) densamente definito in H, iniettivo e tale che
Ra =H. Allora anche (A*,Da~) ¢ iniettivo e soddisfa la relazione di commutativita

(A"t =(A7H*. (4.14)

Dimostrazione. Essendo iniettivo, A & invertibile su R4 = D41 ed (A7}, R4) & densamente definito:
dunque ((A™')*,D(4-1)-) esiste. Vogliamo provare che anche ((A*)™!, D4 -1) esiste e soddisfa la
(4.14).

Sia y € D-: evidentemente Vx € R4 si ha che A~'x € Dy e quindi (A71x, A*y) = (A4~ x,y) =
(x,y). D’altra parte (A=1)* esiste e quindi (A71x, A*y) = (x, (A71)*A*y) Vx € D41 = Ra; ne segue
che A%y € D(4-1)- e, dal confronto con la precedente, che (A~1)*A*y =y Vy € Dy-. Pertanto A*y =0
=y =0 Vy € Da-~, ovvero A* ¢ invertibile su R 4~ ed (A*)"1A* = 1 su Dy-, allora (A*)~1 C (A~1)*.
Per completare la dimostrazione occorre verificare che (A*)~! 2 (A7!)*. Sia quindi y € Dg-1):
evidentemente Vx € D4 si ha che Ax € R4 = Dy-1 e quindi (Ax, (A71)*y) = (A~ 1Ax,y) = (x,y).
D’altronde A* esiste e quindi (Ax, (A™1)*y) = (x, A*(A™1)*y) Vx € Da; ne segue che (A71)*y € Dy
e, dal confronto con la precedente, che A*(A™1)*y =y Vy € D(a-1y-- Ma A* ¢ invertibile, dunque
A*(A*)7! =1 su Dig«)-1 = Ra- e quindi (A*)"!: Ra- — Dy & suriettivo ed (4*)"' D (A71)*. O

L’assenza della proprieta di limitatezza non garantisce piu la continuita di un operatore densamente
definito. Tuttavia, un nuovo concetto, quello di chiusura, affianca ora quello di continuité.

DEFINIZIONE (OPERATORE CHIUSO) - Sia A : Dy C H — H. L’operatore A si dice chiuso se una

delle tre condizioni equivalenti enunciate di sequito risulta soddisfatta® :

(1) Ta:{(x,y) e HXH : x €Dy, y = Ax} é un sottospazio chiuso di H x H;

(2) per ogni successione (Xp)nen C Da esistono x,y € H tali che

(an_oo>x ed AxnrH—o%y) = (xGDA edy:Ax).

(3) il dominio D ¢ completo rispetto al cosiddetto “prodotto scalare del grafico”

<X, x/>FA = <(x, Ax), (X’,Ax’)> = <x, XI>,H + <Ax, Ax'>H x,x' € Dy. (4.15)

HxH
Si noti subito la differenza tra le proprieta di chiusura e continuita: per la chiusura l’esistenza del
limite Ax,, — y ¢ assunta, mentre per la continuita x,, — x implica che Ax, — Ax. Cid non deve
trarre in inganno: in generale, limitatezza e chiusura non corrispondono®', a meno che gli operatori non
siano ovunque definiti (teorema del grafico chiuso, §4.2). Poiché tale richiesta non & necessariamente
soddisfatta per operatori non limitati, vogliamo dimostrarne una variante piu generale.

TEOREMA (GRAFICO CHIUSO II) - (A,Dy) lineare, Dy C H chiuso. Allora A é chiuso < A ¢ limitato.

Dimostrazione. H ¢ di Hilbert, dunque H x H & completo rispetto al prodotto scalare ((-, %), (', *")) 2 x -
Se A & chiuso, I'4 & chiuso in ‘H X H e per ipotesi D4 & chiuso in H: allora 'y e D4 sono completi
(vedi teorema del sottospazio §2.1). Sia quindi P(-,-) : (x, Ax) € T'4 — P(x, Ax) = x € Dy: per come
definito, P ¢ lineare, limitato e biettivo. La linearita ¢ banale; per la limitatezza, invece, ¢ sufficiente
osservare che V (x, Ax) € T'4 risulta essere |P(x, AX)|l% = [|xlln < |Ixl|x + [|Ax|l% = [|(%x, AX) |1 x %,

50Per la dimostrazione dell’equivalenza si veda Y. M. Berezansky et al., FUNCTIONAL ANALYSIS, Vol. II, Ch. 12, pg.5.
51Esistono, infatti, esempi di operatori lineari per i quali chiusura non implica limitatezza e limitatezza non implica
chiusura; si veda a.e. E. Kreyszig, INTRODUCTORY FUNCTIONAL ANALYSIS WITH APPLICATIONS, Ch. 4, pgg. 294-295.
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essendo ||(+, )|l xn la norma di H x H indotta dal prodotto scalare; la biettivita, infine, segue dal fatto
che la mappa inversa ¢ data dall’operatore P71(+) : x € Dy — P71(x) = (x,4x) € T4. Ma T'4,Dy
sono completi, dunque P~! & limitato®?, ovvero 3§ € R tale che ||(x, Ax)|lyxn < 6]x|l2 e quindi
A% < [|x|l% + |A%|l% = ||(x, AX)||5xn < 0||x|[x Vx € D4 e ciod A & limitato. Viceversa, sia A
limitato ed (x,,)nen C Da tale che, per n — o0, x, - x € H e Tx, -y € H; allorax € Dy = Dy
(essendo D4 chiuso) ed Ax,, — Ax (essendo A continuo). Dunque T' 4 & chiuso, ovvero A & chiuso. [

Non sempre un operatore & chiuso: spesso ammette una o piu estensioni chiuse.

DEFINIZIONE (OPERATORE CHIUDIBILE) - (A, D4) si dice chiudibile se ammette almeno un’estensione
chiusa, equiv. seV (X, )nen C Da, esiste’y € H tale che, per n — o0 (xn — 0 ed Ax,, — y) = (y = 0).
Ogni operatore chiudibile ammette un’estensione minimale®® A, detta chiusura di A.

Naturalmente la chiusura, se esiste, € unica. Inoltre se A & limitato valgono le seguenti proprieta.

TEOREMA (CHIUDIBILITA DI OPERATORI LIMITATI) - (A, Dy4) limitato = A chiudibile e D5 =D 4.

Dimostrazione. Sia (Xp)nen C Dy tale che x, — 0 ed Ax,, —» y € H; A ¢ limitato, quindi ||Ax,| <
| All[[%n|l — 0, ovvero y = 0 ed A & chiudibile. La seconda parte di dimostra banalmente osservando
che Dy ={x€H : I(Xn)neny C D4, con x, — X e tale per cui Ax,, =y € H, dovey = Ax}. O

Quindi, se A & limitato, A & proprio I’estensione prevista dal teorema dell’estensione lineare limitata.
Una proprieta simile a quella dimostrata nel teorema precedente & soddisfatta dal grafico di operatori
chiudibili: si puo infatti dimostrare che se A ¢é chiudibile, allora I'y = T 454
Nel caso di operatori non limitati e non chiusi, un problema matematico non banale incorre nel
momento in cui non esistono estensioni chiuse. Cio, tuttavia, non ¢ d’interesse per le applicazioni in
Fisica, dal momento che gli operatori non limitati d’interesse sono per la maggior parte chiudibili.
Rispetto alla chiusura, 'aggiunto di operatori densamente definiti soddisfa importanti proprieta.

TEOREMA (PROPRIETA DI CHIUSURA DELL'AGGIUNTO) - Sia (A, D4) densamente definito in H. Allora:
(a) A* ¢é chiuso; (b) A ¢ chiudibile < Da- =H ed in tal caso (A*)* = A;
(c) se A ¢é chiudibile = (A)* = A*; (d) se A é chiuso = (A*)* = A.

Dimostrazione. (a) Sia J(-,-) : (x,y) € H x H — J(x,y) = (1y,—1x) € H x H un operatore; la
restrizione di J a I'4 identifica I'insieme JT 4, del quale prendiamo il complemento ortogonale:

(JTA)E ={,y)eHxH : (T(x,Ax), (x", ¥ ) pxn =0, Vx € Dy}

Ma (J(x, Ax), (X', ¥ Nuxu = (1A%, —1x), (X', ¥ ) uxn = —1{Ax,x")3y + 1(X,y’)2 e quindi la richiesta
di ortogonalita diventa (Ax,x’) = (x,y’) Vx € D4, ovvero x’ € Dy~. Dunque (JT4)* =4+ e quindi
T' 4+ € chiuso in ‘H x H, essendo il complemento ortogonale di un sottospazio non vuoto di H x H.

(b) Per costruzione, l'operatore J : H x H — H x H & unitario, ovvero soddisfa l'identita J? =1;
inoltre, essendo I'4 un sottospazio dell’Hilbert H x H, vale la relazione I'y = (Fj)L. Si ha quindi che

Ta=(H)" =TTt =(T(ITa)H)" = (JTa) "

Inoltre, per definizione A & chiudibile < T 4 ¢ il grafico di un operatore (la chiusura di A) e T'4 non puod
contenere elementi del tipo (0, z) con z # 0. Vale allora la seguente catena logica: I'4 ¢ il grafico di un

52Nel §4.1 abbiamo visto che se A € B(X,Y) & biettivo ed X,Y sono di Banach, allora A~! € B(Y, X). Cio segue dal
teorema della mappa aperta (vedi M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 1, pgg. 82-83.)

53] ’estensione A’ di A & detta minimale se qualsiasi altra estensione di A & a sua volta un’estensione di A’.

548i veda M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 1, pg. 250.
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operatore « igZ 7é 0 t.c. (07Z) € (jFA*)L Aad <(07Z)7J(Y7A*Y)>H><7'l = <(07Z)7 (ZA*&_Zy»HXH =0
Vy € Da- & (2,y)n = 0 Vy € Da- & z € D4 & Dy- & denso in H. Allora, se Dy = H, (A*)*
esiste, (JT4+)" =T (4+)- e [4 =g (essendo A chiudibile), per cui I'(4+)« = I'g, ovvero (A*)* = A.

(c) Per via delle proprieta (a) e (b) si ha che se A & chiudibile, allora A* = (A4*) = ((4*)*)* = (A)*.

(d) Se A & chiuso, T'4 & chiuso ed H x H = 'y ® I'; (teorema della proiezione ortogonale, §2.2). Si
prova facilmente che I'f = JT 4« e quindi # x H = I'4 @ JI' 4-. D’altra parte A* & chiuso, dunque I 4-
¢ chiuso e cost JT' 4+ (essendo J unitario); quindi H X H = JT s+ @ [axy«. In definitiva

T'y® Il s :’HXH:F(A*)*EBJFA*,

Imponendo 'unicita della decomposizione ortogonale di H x H si ottiene quanto cercato: (A*)*=A. In
alternativa, se A & chiuso allora ¢ anche chiudibile ed A = A; invocando b) si trova che (A*)* =A. O

Esempi

o AGGIUNTO NON DENSAMENTE DEFINITO.
Si e detto che per operatori non limitati il dominio dell’aggiunto non & necessariamente denso nello
spazio di partenza; ne vediamo ora un esempio. Sia f : R — R una funzione limitata e misurabile
tale che f ¢ La(R). Per fissata 19 € L2(R), si consideri l'operatore A : Dy C Ly(R) — Lo(R)

tale che (AY)(x) = (f, V) L,®)¥o(x) dove » € Dy e Dy = {tp € La(R) : [ |[¢(2)f(z)|da < oo}; si
dimostra che Dy & denso in Ly(R) e quindi A* esiste. Sia ¢ un elemento di Dy-: allora V) € Dy

(), A" G) L) = (AY, ) Lo@) = () Ly @) (Y0, D) Lom) = (¥ <w07¢>L2(R)f>L2(R)~

Dugque A ¢ = (Yo, ®) L,m) [, ma f ¢ La(R) e quindi (1o, ¢)r,r) =0 V¢ € Da-, ovvero ¢y € D5
& Da+ # La(R). Sinoti che A* agisce su Da» come 'operatore nullo essendo ¢ L g Ve € D .

o PROPRIETA DI CHIUSURA DELL'INVERSO DI UN OPERATORE CHIUSO ED INIETTIVO
Sia (A,Da) chiuso ed iniettivo. Allora (A™!,R4) & un operatore chiuso. Il perché ¢ semplice:
(A=Y R 4) esiste grazie all'iniettivita di A ed & chiuso se ['y-1 = {(y,x) € HxH : y €
Raed A~y = x} & chiuso in H x H; d’altra parte, la mappa di scambio Z(-,-) : (x,y) € H X H >
Z(x,y) = (y,x) € H x H ¢& unitaria e quindi ZI'y = T'4-1 & chiuso essendo I' 4 chiuso per ipotesi.

o UN ESEMPIO DI OPERATORE CHIUDIBILE

Sia D4 = C([0,1]) C L2([0,1]) ed A(:) : v € CH([0,1]) = (AY)(z) = %gf) € L»([0,1]). Si di-
mostra che C1([0,1]) & denso in Ly([0,1]) e quindi A & densamente definito, tuttavia non & chiuso.
Infatti, data la successione {uy, }nen delle somme parziali di Fourier tendente in Lo ([0, 1]) ad u(z) =
|z —1/2|, la successione delle derivate (ul,)nen tende in Lo([0,1]) a v(z) = 0(x—1/2) —0(z+1/2),
dove 6 ¢ la funzione gradino. Ne segue che v = Au ma u ¢ D4, essendo v’ discontinua. Quindi
A non & chiuso su C([0,1]); ciononostante, ¢ chiudibile. Si pud pensare, ad esempio, di es-
tendere il dominio di A all'insieme D’y = {u € D4 : u(0) = 0 = u(1)} oppure all'insieme’®

" = {u € Ly([0, 1]), assolutamente continue e con u' € Ly([0,1])}, rispetto ai quali A a & chiuso.

o UN ESEMPIO DI OPERATORE NON CHIUDIBILE
Sia Dy = C%([a,b]) C Ly([a,b]) ed A(-) : ¢ € CO([a,b]) = (A)(x) = ¢(a) € Ly([a, b]). E possibile
costruire una successione (¢, )nen C C%([a, b]) tale che 9, (a) = 1 (n € N) e, nel limite per n — oo,
1¥nll Lo (jap)) — O, ovvero ¢, — 0. Ma (Avy,)(a) =1 # 0 (n € N), quindi A non ¢ chiudibile.

55Ricordiamo che f : [a,b] — R & detta assolutamente continua se Ve > 0 35, € RT tale che per ogni insieme di intervalli
disgiunti {(zs, 2})}i=1,...,n di [a,b] con 3, |z — x| < 6 & >, |f(x;) — f(2})| < e. Equivalentemente, f : [a,b] — R &
assolutamente continua < 3g € L1([a, b]) tale che f(z) = f(a)+ [ g(y)dy, = € [a,b]. Questa proprieta ¢ alla base della
teoria d’integrazione secondo Lebesgue ed & noto come teorema fondamentale del calcolo integrale secondo Lebesgue.
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4.4 Simmetria, autoaggiuntezza ed essenziale autoaggiuntezza.

Introdotte le proprieta dell’aggiunto di operatori densamente definiti, possiamo passare ai concetti di
simmetria ed autoaggiuntezza ed allo studio dei criteri di base per ’autoaggiuntezza.

DEFINIZIONE (OPERATORE SIMMETRICO ED AUTOAGGIUNTO) - (A,D,) densamente definito in H.
Diremo che A ¢ simmetrico (o hermitiano®®) se e solo se A C A*, ovvero se (Ax,y) = (x, Ay)
Vx,y € Dy. Si dice invece che A é autoaggiunto se A = A*, ovvero se é simmetrico e Dy = D y~.

Dalle proprieta di chiusura dell’aggiunto segue che un operatore simmetrico ¢ sempre chiudibile, dal

momento che Dy D Dy e Dy € denso in H, ha chiusura A = (A*)* ed (A)* = A*. Inoltre, A* ¢
un’estensione chiusa di A e, di conseguenza, della sua chiusura. In definitiva, appare evidente che

o A simmetrico = AC (A" C A", (4.16)
o A simmetrico e chiuso = A= (A")" C A", (4.17)
o A autoaggiunto = A= (A" = A" (4.18)

Dunque (A simmetrico = A autoaggiunto) < (A chiuso ((A*)* = A) ed A* simmetrico ((A*)* 2 A*)).
Si noti che un operatore autoaggiunto € massimalmente simmetrico, ovvero non ammette estensioni
simmetriche proprie: infatti, se A=A, BC B*ed AC Bsihache ACBCB*CA*=Aed A=B.
La distinzione tra operatori simmetrici chiusi ed operatori autoaggiunti € molto importante: solo gli
operatori autoaggiunti soddisfano le richieste del teorema spettrale e sono gli unici che, una volta espo-
nenziati, forniscono i gruppi unitari ad un parametro governanti la dinamica in Meccanica Quantistica.
Diventa necessario capire quando un operatore simmetrico ammette estensioni autoaggiunte®” e,
nell’eventualita che tali estensioni esistano, come costruirle. Un primo criterio ¢ il seguente

TEOREMA (SIMMETRICO VS AUTOAGGIUNTO) - (A, Da) simmetrico. Le sequenti aff. sono equivalenti:
(1) A é autoaggiunto; (i) A é chiuso ed N~ = {0}, (791) Rata =H.
Dimostrazione. (i) = (ii). A= A* quindi A & chiuso (essendo A* chiuso). Sia x € N1, allora
0= [|(A £ 21)x[|* = || Ax||* + [|x]|* + 2{Ax, x) F o{x, Ax) = [|Ax|]* + [|x]|*;

dunque (A4 £ 21)x = 0 implica che x = 0, ovvero Nat,1 = Ma«y,0 = {0}.

(ii) = (iii). Proviamo prima che se A simmetrico e chiuso, allora R+, ¢ chiuso. Siay € Ras.:
¢ possibile trovare una successione (x,)nen C Da per cui (A +11)x, — y; quindi e € RT tale che
e > [|[(Axl) (%X —Xm)|| > ||Xn —Xm ]|, ovvero (x,)nen & di Cauchy ed esiste x = lim, x,,. Ma A & chiuso
e pertanto lo & anche (A £ 1), di conseguenza x,, — x ed (A £11)x,, — y implicano che x € Dgy,q
edy = (A+1)x, ovvero y € Ra+,1, per cui Rat,q € chiuso. A questo punto va notato che dalla
definizione di aggiunto segue che N4+ = R e che, se anche D ¢ denso in H, Ny = R+.. In definitiva

RA:I:z]l = (Rjzl:zll)l_ = (NA*IZ]I)J_ = {O}J_ =H.

(#91) = (i). A & simmetrico, quindi A C A*; ¢ sufficiente dimostrare che D« C Dy4. Sia y € Da-: dato
che Ra1,1 = H, esiste x € Dy tale che (A £11)x = (A* +:1)y. D’altra parte Ax = A*x Vx € Dy,
per cui la precedente diventa ora (A* +11)(y —x) =0 Vy € Da~, ovvero (y — x) € Na+1,. Ma Dy &
denso in H e quindi Ngs,1 = R4, = Ht ={0}. Quindiy =x ed y € Dy, da cui A = A*. O

56Un purista distinguerebbe tra operatori simmetrici ed hermitiani, osservando che simmetria implica hermitianita, ma
che non & necessariamente vero il contrario. Tuttavia, perché tale distinzione sia coerente & necessario affermare quanto
segue: sia (A,Dy) lineare, Dy C H; A si dice hermitiano se e solo se (Ax,y) = (x,Ay) Vx,y € D4, mentre A &
simmetrico se e solo se Dy = H ed A C A*, ovvero se & densamente definito ed hermitiano. Quindi, se la richiesta di
densita & imposta da principio, simmetria & sinonimo di hermitianita. Tenendo conto di quest’osservazione, adopereremo
da qui in avanti il termine “simmetrico” per evidenziare il fatto che la teoria vale per operatori densamente definiti.

5781 noti che se A e B sono hermitiani ed A C B, allora A C B C B* C A*; dunque “estendere” A equivale a “ridurre
la distanza” tra A ed A*. In questo senso pare ovvio il fatto che un operatore autoaggiunto ¢ massimalmente simmetrico.
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Introduciamo ora una nuova nozione, necessaria per i criteri e le proprieta che vedremo nel seguito.

DEFINIZIONE (ESSENZIALE AUTOAGGIUNTEZZA) - (A,Da) simmetrico®® ¢ detto essenzialmente au-
toaggiunto se e solo se A= (A)* (la sua chiusura é autoaggiunto), equivalentemente se A* = (A*)*.

Delle definizioni date finora, quella di essenziale autoaggiuntezza ¢ probabilmente la piu utile ai fini
pratici. Il motivo e che, come vedremo tra breve, gli operatori essenzialmente autoaggiunti ammettono
una sola estensione autoaggiunta e quindi contengono in sé tutta 'informazione di un operatore autoag-
giunto. Inoltre, sono molto comuni in Fisica Matematica ed, in particolare, in Meccanica Quantistica.
Per queste ragioni ci soffermiamo sulle principali proprieta connesse all’essenziale autoaggiuntezza.

TEOREMA (ESTENSIONI AUTOAGGIUNTE DI OPERATORI ESSENZIALMENTE AUTOAGGIUNTI) - (A, Dy)
¢ essenzialmente autoaggiunto se e solo se ammette un’unica estensione autoaggiunta (la chiusura A).

Dimostrazione. A essenzialmente autoaggiunto, dunque A* = (4)* = A = (A*)*. Sia quindi B 2 A t.c.
B = B*, allora A C B* C A* = A; ma B* ¢ chiuso, per cui A C B = B, ovvero B = A. Per il viceversa
si veda M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 2, § X.I. O

Dal teorema si deduce che 'essenziale autoaggiuntezza puo essere caratterizzata nel modo seguente:
o A essenzialmente autoaggiunto = AC (A = A", (4.19)

11 confronto di quest’ultima con la (4.17) permette di apprezzare I'importanza del concetto di essenziale
autoaggiuntezza: si & detto che un operatore simmetrico chiuso € autoaggiunto se e solo se A* & simmet-
rico. Tuttavia, la proprieta di chiusura non e sempre garantita ed il piu delle volte si ha a che fare con
operatori simmetrici non chiusi: in questo caso, riuscire a dimostrare che 'operatore ¢ essenzialmente
autoaggiunto garantisce I’esistenza e 'unicita di un’estensione autoaggiunta.

Un criterio di essenziale autoaggiuntezza segue dal teorema “simmetrico vs autoaggiunto”.

COROLLARIO (SIMMETRICO VS ESSENZIALMENTE AUTOAGGIUNTO) - (A, D4) simmetrico. Aff. equiv.:
(i) A ¢ essenzialmente autoaggiunto; (it") Na~1,q = {0}, (i) Ratua = H.

Dimostrazione. (i) = (ii'). A ess. autoaggiunto = A autoaggiunto = MZ)*izn = {0}. Ma A&
simmetrico e quindi (A)* = A*, per cui Nax4,3 = {0}. (#') = (i27’). A simmetrico, quindi Dy = H,
ovvero A* esiste. Ma R 44,1 ¢ sottospazio di un Hilbert, quindi Rt = (Ri4,1)” = Nasga)t =H.
(iii") = (i'). Sinoti che Rar, = H < {0} = R4,y = Na-x.a, dunque (ii') e (') sono equivalenti.
Proviamo che (ii') = (i'). A simmetrico ed Na-pa = {0}, quindi A* = (4)* ed Niz).o,, = {0}

Naturalmente A & chiuso, allora A ¢ autoaggiunto, per cui A & essenzialmente autoaggiunto. O
Un ultimo concetto di utilita nelle applicazioni ¢ quello di core di un operatore.

DEFINIZIONE (CORE DI UN OPERATORE) - (A,D4) densamente definito e chiudibile ed S = Alpg dove
Dg C Dy denso. Diremo che (S,Dg) é un core di (A, Da) se e solo se S = A.

Si noti che S & per costruzione chiudibile (A & una sua estensione chiusa) ed A & un core di A.

In un certo senso, il core condensa in sé tutte le informazioni sulla chiudibilitd di un operatore.
Sebbene possa sembrare un concetto artificioso, il core & di grande utilita, specialmente in riferimento
ad operatori autoaggiunti. In questo caso, esso consente di definire univocamente I'operatore individu-
andone un core e non il suo esatto dominio di definizione (il che & spesso difficile). In altre parole, invece
di dimostrare I'autoaggiuntezza di A su D4 ¢ sufficiente dimostrarne ’essenziale autoaggiuntezza su un
core. Quest’osservazione, sebbene banale, ¢ importante e la riassumiamo nel seguente

58Ricordiamo che, nella convenzione adoperata, il termine “simmetrico” contiene la richiesta di densita di D in H.
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TEOREMA (CORE ESSENZIALMENTE AUTOAGGIUNTO) - (A,D4) autoaggiunto, S = Alp, ed Dg C Dy
denso. Allora (S,Dg) é un core di (A,D4) se e solo se S ¢é essenzialmente autoaggiunto.

Dimostrazione. (S,Dg) un core di (A,D4), quindi S = A4; ma A & autoaggiunto, dunque chiuso, ovvero
A = A, per cui A & autoaggiunto e quindi anche S. Allora S & essenzialmente autoaggiunto. Viceversa,
sia S essenzialmente autoaggiunto, quindi ammette un’unica estensione autoaggiunta, la chiusura S;
d’altronde S C A ed A & autoaggiunto, dunque S = A = A, ovvero (S, Dg) & un core di (4,D,). O

Bisogna tener presente che i criteri analizzati in questa sezione costituiscono solo degli indizi sull’e-
sistenza di estensioni autoaggiunte di operatori simmetrici, ma non ne garantiscono in generale 'unicita
(fatta eccezione per l'essenziale autoaggiuntezza). Esistono, infatti, esempi di operatori simmetrici che
ammettono infinite estensioni autoaggiunte, cosi come esempi che non ne ammettono alcuna.

A completamento della sezione, riportiamo le proprieta di autoaggiuntezza dell’operatore A*A. Sia
(A, D,) densamente definito: se A & limitato & immediato dimostrare che A*A ¢ autoaggiunto, ma se A
& non—limitato non & neanche evidente che D4 sia denso in H. La situazione si chiarisce nell’ipotesi in
cui A sia chiuso, grazie ad un importante risultato dovuto a von Neumann. Premettiamo il seguente

LEMMA (INVERSO VS AUTOAGGIUNTO) - Sia (A, D,) densamente definito, iniettivo ed autoaggiunto.
Allora (A=Y, D4-1) ¢ densamente definito ed autoaggiunto.

Dimostrazione. Naturalmente D -1 = Ry4; proviamo che R4 = H. Se per assurdo non lo fosse,
esisterebbe z € H, z # 0, t.c. (Ax,z) = 0 Vx € Dy; cio implica che z € Dy = Dy ed (x,4z) =0
Vx € Dy. Pertanto Az = 0 e, dato che A & iniettivo, z = 0, il che & assurdo. L’autoaggiuntezza di A~*
¢ banale dal momento che (A~1)* = (A*)~! = A1 (teorema “inverso dell’aggiunto”, §4.3). O

Grazie al precedente lemma, possiamo ora dimostrare il seguente teorema, dovuto a von Neumann.

TEOREMA (AUTOAGGIUNTEZZA DI A*A) - (A,Dy4) densamente definito e chiuso. Allora (A*A,Da=4)
e densamente definito ed autoaggiunto.

Dimostrazione. Sia B=1+4 A*A, allora Dy =Dy+g = {x € D4y : Ax € Dy-}. Preso x € Dg si ha che
(x,Bx) = (x,%) + (x, A*Ax) = x> + || Ax]?,

per cui (x,Bx) € RVx € Dg: (B,Dg) & simmetrico. Inoltre, applicando la disuguaglianza di Cauchy—
Schwarz, ||Bx| > ||x|| Vx € Dg, dunque B ammette inverso limitato su Rp (teorema dell’inverso
limitato, §4.1). Occorre dimostrare che Rp = H. Sfruttiamo la chiusura di A: T'y & chiuso in H x H,
percui H X H=T4®T5 =T4® Tl % ed una generica coppia (z,z') € H x H si scrivera come

(z,7') = (x, Ax) + (1 A%y, —1y), x €Dy, y €Dy

In particolare, posto z’ = 0 si ha che z = x +1A4*y ed Ax = 1y, per cui Ax € D~ e z = Bx. Essendo
z € ‘H arbitrario, Rg = H. Ora, preso h € H si ha che h = Bx per un certo x € Dy e quindi

(B~'h,h) = (B™'Bx,Bx) = (x,Bx) € R == (B7'h,h) € R Vh € Rg.

Dunque (B~1, Rp) ¢ simmetrico ed ovunque definito, ovvero ¢ autoaggiunto, e quindi, per il precedente
lemma, (A*A =B —1,Da-4 = Dp) ¢ densamente definito in H ed autoaggiunto. O

Un utile corollario del teorema di von Neumann ¢ il seguente: A autoaggiunto = A% autoaggiunto.
Naturalmente, se (4, D4) & densamente definito e chiuso, anche (A*, D a+) lo & e quindi ha senso definire
AA* il quale, sotto l'ipotesi di chiusura di A, & anch’esso autoaggiunto; ciononostante, in generale
A*A # AA*. Un operatore (A, D4) chiuso e densamente definito tale che A*A = AA* & detto normale.

59 A & densamente definito, quindi A* esiste. Occorre tener presente che A* & chiuso e che J & unitario, quindi se I' 4 &
chiuso lo & anche JT'4. Avevamo visto che T' g+ = (JT4)+, quindi T4, = JT4 = jl"j* =Ty = Fj = Jlpx.
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Esempi

o UN ESEMPIO DI OPERATORE SIMMETRICO PRIVO DI ESTENSIONI AUTOAGGIUNTE
L’esempio ¢ tratto dal problema 4, capitolo VIII, volume 1 del M. Reed, B. Simon.

a) Sia A D B, con Rat1 = Rpt.a: allora A = B;

b) A simmetrico e t.c. Rat, = H, Ra_,1 # H: A non ammette estensioni autoaggiunte.

a) Per ipotesi A D B, ovvero Dy O Dp ed Ax = Bx Vx € Dp. Siaa € Dy, dunque Aa+1I € H;
d’altra parte R a4,1 = Rp4.1, quindi 3y € H : y = Aa+1la = Ba++la. Per cui Ba+:Ja € H,
cioe a € anche un elemento di € Dp; pertanto D4 C Dp, da cui segue che A = B.

b) Per assurdo sia B 2 A tale che B = B*. Essendo B autoaggiunto, Rp+, = H e quindi
Ra+a = Rp+a; per viadi a) A= B. Ma se A ¢ autoaggiunto allora R 44,1 = H e cio & assurdo,
essendo R4 _,1 # H per ipotesi. A non ammette estensioni autoaggiunte.

o PROPRIETA DI AUTOAGGIUNTEZZA DELL'OPERATORE DI POSIZIONE
Negli esempi del §4.2 si e visto che q(-) : ¥ € Dy € La(R) — (q¢)(z) = a¢(z) € L2(R) &
hermitiano e non limitato, da cui si era concluso che Dq # L2(R) (teorema di Hellinger-Toeplitz).
Si vuole ora dimostrare che q ¢ autoaggiunto rispetto a Dy. Per cominciare, si osservi che

Dy = {v € La(R) : (q9)(x) = 21)(2) € Lao(R) }

¢ denso in Ly (R) in quanto contiene lo spazio C§°(R) delle funzioni infinitamente differenziabili a
supporto compatto® su R, che & denso in Lo(R). Quindi (q*, Dy-) esiste e q & simmetrico (q C g*).
Occorre dimostrare che Dy- C Dy: sia £ € Dy-, allora 3" € Ly(R) tale che

/R FB@)E@) Az = (G0, ) o) = (1€ 1ace) = / B(@)E (@) dz, V€D,
OVVEro
/R D) [ () — € (@)] o = (4,96 — EVpamy =0, V4 € Dy

Quindi se £ € Dy- si ha che g§ —£* € Dy = {0}, essendo Dy denso in Ly(R). Pertanto g € Ly(R),
ovvero £ € Dy e quindi g = q*. Una strategia alternativa ¢ la seguente: presa la funzione
Y € Lo(R), costruiamo le funzioni (x & 1)~ (z): evidentemente (z £ 1)~ '¢(z) € Dy, quindi

kU@ =) Ve L(R).

Dunque Rq+, = L2(R) e quindi, per il teorema “simmetrico vs autoaggiunto”, si ha che q = q*.
Per concludere, sia qp» = q|ggo(r): mostriamo che (99, C§°(R)) & un core di (q,Dq). qp ¢ ancora
simmetrico ma non piu autoaggiunto; inoltre q;, = q* poiché nella costruzione di q* si e sfruttata la
sola ipotesi Dy = H. Dobbiamo provare che gy & essenzialmente autoaggiunto. Cid ¢ immediato:
q ¢ autoaggiunto, quindi Ng-+, = {0} (teorema “simm. vs autoag.”), dunque Ng:+, = {0}, per
cui qo € essenzialmente autoaggiunto (teorema “simm. vs ess. autoag.”). Pertanto (qp, C5°(R)) &
un core di (q, Dy). Si dimostra analogamente che la restrizione di q allo spazio S(R) delle funzioni
di Schwartz5' (anch’esso contenuto in Dy e denso in Ly(R)) & un core di q. In definitiva

q9=4qp = s

608pesso C5°(R) viene indicato come C2°(R) o semplicemente D(R). Si pud dimostrare che C5°(Q2) & denso in Ly ()
con 1< p<ooedeun aperto di R™. (vedi, a.e. T. Suslina, SOBOLEV SPACES AND EMBEDDING THEOREMS, §3, pg. 9.).

615(R) ¢ lo spazio delle funzioni di C*°(R) che si annullano all’infinito, insieme a tutte le loro derivate, pit rapidamente
dell’inverso di ogni polinomio. Una definizione piu rigorosa di S(R) verra data nel capitolo sulle distribuzioni.
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o PROPRIETA DI AUTOAGGIUNTEZZA DELL'OPERATORE IMPULSO IN La([a, b])
Si ¢ visto in precedenza che (p,H}([a,b])) ¢ non limitato, hermitiano e densamente definito. Si
vuole ora mostrare che (p,H}([a,b])) non & autoaggiunto. Per provarlo conviene osservare che
H!([a,b]) = {¢ € La([a,b]) : ¥'(z) € La([a,b])} pud essere equivalentemente definito come

H'([a,b]) = {w e Lal(ab) : ¥(a) = (o) + | ") dy Ve [ab), &) qua,b])}. (4.20)

Spiegheremo questo fatto nel prossimo esempio; per il momento si pud notare che la richiesta
¢'(x) € Ly([a,b]) sembra implicare che 3¢ € La([a, b]) t.c. (z) = (a) + [ &(z)dz Va € [a,b],
ovvero che ¥ ¢ assolutamente continua (vedi nota 54, pg. 38). Quindi H}([a,b]) diventa ora

Hy ([a, b]) = {w € La([a, b)) : ¢(z) = /m {(x)da Va € [a,b], £(2) € La([a,b]), ¢(a) =0 = 1/J(b)}-

Essendo (p, Dy = Hj([a,b])) simmetrico, si ha che D) € DJ.. Vediamo com’¢ fatto DJ.: sia
¢ € Dy., allora 3Y* € Ly([a,b]) t.c. (1,90)Lo((ap)) = (¥*, D) Ly(jab)) V& € Dy, esplicitamente

bi bi
—z/ w(x)gb'(x)da::/ Fo)dx)de Ve DY (4.21)

Il membro di destra si integra per parti: detta ¥(z) = [ ¢*(y) dy la primitiva di 1»* ed osservando
che ¢/(z) = &(x) con £ € Ly([a,b]) (essendo ¢ € Dy), si ottiene che

b b b
/ T (2)b(z) dz = V(a)g()|" — / Y(2)g'(x) da = / Y(2)E(x) dz

a

(si noti che, per definizione, ¢(a) = 0 = ¢(b)). In questo modo la (4.21) diventa

b
/ [ (@) — (@)]¢(@) da = (—h = T,€) 1, (as)) = O-

L’insieme delle £ € La([a,b]) soddisfacenti la precedente relazione non individua un sottospazio
denso e quindi il suo complemento ortogonale contiene almeno la funzione costante; essendo
arbitraria, quest’ultima pud essere scelta uguale a —1)(a) di modo che —u1) — U = —u)(a), ovvero

v@) =i+ [ "Wy, v € Lo(a,B).

Sicché se ¢ € DY. esiste * € Ly([a,b]) tale che 1(z) = ¢(a) + [Zv*(y)dy Va € [a,b], quindi
il dominio dell’aggiunto contiene almeno H*([a,b]) e non prevede le condizioni al contorno carat-
terizzanti (p, DY), per cui Dg - Dg*. Di conseguenza (p,Dg) & simmetrico ma non autoaggiunto.
Tuttavia, (p, D) ammette infinite estensioni autoaggiunte. Si puo infatti sostituire la condizione
Y(a) =0 =1)(b) con quella pitt debole (b) = €*?4)(a) con 6 € [0, 27) e definire p sul dominio

DY = {y € H'([a,b]) : ¥(b) = e?¢b(a), 0 € [0,2m)}.

In questo modo (p,Dg) 2 (p,Dy) ed identifica al variare di 6 € [0,27) una famiglia di operatori
simmetrici ed autoaggiunti. La proprieta di simmetria ¢ immediata: infatti Vi, ¢ € Dg si ha che

D(@)(@)], = Pb)s(b) - Bla)p(a) = la)e $la)e’’ - P(a)é(a) = 0.

Invece per lautoaggiuntezza occorre osservare che (p*, Dg*) C (p*, Dg*), quindi se ¢ € Dg* certa-
mente 1) € H'([a,b]). Pertanto basta verificare che le condizioni al contorno di D§. sono le stesse
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di Dg. Sia ¢ € Dg* allora 3¢* € La([a,b]) tale che (¥, p0)r,(a ) = (V" ) La(ap) YO € D
d’altronde, integrando per parti e tenendo presenti le condizioni al contorno di ¢, si ha che

(U, pD) Ly ([a,b]) / P (@)p(z) dx — wp(x)p(z )| = (=1, O) Ly () — 10(a) (P (b)e? —P(a)).

Ponendo 1* = —u)’ (il che ¢ lecito essendo 1 € H! (|

a,b])), dev'essere ¥(b)e*? = 1p(a). In definiti-
va, se 1) € Dg* si ha che v € H'([a,b]) e ¥(b) = e?4(a)

, per cul ¥ € Dg e (p,Dg) ¢ autoaggiunto.

o PROPRIETA DI AUTOAGGIUNTEZZA DELL'OPERATORE IMPULSO IN La(R)
Si & visto in precedenza che (p, H'(R)) & non limitato, hermitiano e densamente definito in Lo (R).
Per studiarne le proprieta di autoaggiuntezza dobbiamo introdurre qualche nuova definizione.
Cominciamo ricordando che una funzione f : § C R — C ¢ localmente sommabile in (2 se e
solose f-g € L1(Q2) Vg € C§°(Q); scriveremo quindi f € Ly 10.(€2). Sinoti ora che se g € C§(£),
f-9 € Li(Q) per cui [, f(x)g'(x)dx & ben definito; integrando per parti si trova che

/Q @) (@) dz = f(2)g(@)],, — /Q f(@)g(x) da = - /Q f(@)g(x) da

Cio suggerisce una nuova definizione di derivata ed, in particolare, di funzione derivata.

DEFINIZIONE (DERIVATA DEBOLE) - f € L1 10:(Q2) ammette derivata debole® in Q) se e solo se

Ih € L1 ,10c(2) t.c. / flx)g' (x)de = — /Q h(z)g(x)dz, Vg e C5o(Q). (4.22)

In tal caso porremo h =: D f e diremo che h ¢ la (funzione) derivata debole di f in Q.

Si noti che se f € C1(£), la derivata debole di f esiste ed D f = f’ quasi ovunque in §; natural-
mente, esistono funzioni derivabili debolmente ma non nel senso classico®. Prima di procedere,
completiamo il discorso con alcune osservazioni sulle proprieta della derivata debole.

1. Se esiste, la derivata debole & unica. Cid segue dal lemma di DU Bois-REYMOND®?:

(feLl,loc(Q) ed /Qf(x)g(z)dx:(), vgecgom)) — <f(x)0 q.0. in Q>

Si noti la stretta analogia del precedente con il lemma fondamentale del calcolo variazionale.

2. La derivata debole ¢ lineare. Infatti, date fi,fa € L1 10c(Q2) e dette hi,ho € L1 10.(2) le
rispettive derivate deboli in €, si ha che V¢, c2 € C e Vg € C§°(Q) risulta essere

/ Dier frtesfo) (2)g(x) d = — / (exfrtesfo) @)y (z) da = / (1D fitea D fo)(x)g() da.
Q Q

Q
3. Regola di Leibnitz. Date u,u’ € Lq 10(Q) e v,v’ € C(Q) si ha che D(uv) = (Du)v + u(Dv).
4. Se f € Ly(Q2) allora f € Ly 0c(€2), dal momento che C§°(2) C L2(€2) ed il prodotto di
due funzioni di Ly(€2) & una funzione di L;(€2). Pertanto, 'introduzione del concetto di

derivata debole consente di dare una definizione piti rigorosa di H!(Q) (ed in generale di
HP(Q) considerando derivate deboli di ordine superiore). Diremo quindi che

H'(Q) = {f € Ly(Q) : Df € Ly(N)}. (4.23)

Cio non inficia la generalita del precedenti discorsi, dal momento che, per quanto detto prima,
se f & derivabile classicamente in Q ed f’ € Ly(R), allora D f = f’ quasi ovunque in Q.

62Nota anche come derivata generalizzata nel senso di Sobolev o derivata distribuzionale (vedi §6.5).

63Un tipico esempio & dato dalla funzione f = {1 —|z| se —1 < x < 1; 0 altrove}, la quale non & derivabile su tutto R,
ma ammette in R la derivata debole h(z) ={1se —1 <z <0; —1 se 0 < z < 1; 0 altrove}.

64Per la dimostrazione si veda §6.3 oppure T. Suslina, SOBOLEV SPACES AND EMBEDDING THEOREMS, § 8, pg. 9-10.
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5. Infine, consideriamo le proprieta di assoluta continuita della derivata debole. Ricordiamo che
a) f:la,b] = R & ass. continua < 3g € Li([a,b]) t.c. f(z)=f(a)+ [ g(y)dy, x € [a,b].
b) se f:[a,b] — R & ass. continua, allora esiste f’ € Li([a,b]) quasi ovunque in [a, b].

Pertanto, il fatto che f’ € Li([a,b]) non garantisce necessariamente ’assoluta continuita di
f. Per la derivata debole in R, invece, si dimostra valido il seguente teorema | ]

TEOREMA (DERIVATA DEBOLE VS ASSOLUTA CONTINUITA) - Sia f : [a,b] — R misurabile®.
Allora f € ass. continua su [a,b] < I D f € Li([a,b]); in tal caso f' =D f g.o0. in [a,b)].

Pertanto, se f € H*([a,b]), allora D f € La([a,b]), ma Ly C Ly e quindi f & ass. continua su
[a,b] e D f = f' quasi ovunque. Si spiega cosi perché la (4.20) sia equivalente alla (4.23).

Ora, la derivata debole in Ly(R) altro non & che l'operatore lineare (D, H!(R)) ed ¢ immedia-
to dimostrarne 1’anti-autoaggiuntezza, ovvero D* = —D. Occorre identificare il dominio del-
Paggiunto: una funzione ¢p € Lo(R) appartiene a Dp- se e solo se 3¢* € Lo(R) tale che
(. D)r,m) = (¥*,d)L,@) ¥ € H(R). In particolare C§°(R) C H'(R) e quindi

/ D) () dx = / D) (D d)(x) da = / F@)éx)dz,  VéeCP(R),
R R R

avendo sfruttato il fatto che Dy = 9’ q.o. in R, V¢ € H'(R). Dalla relazione precedente segue
che DY = =" e quindi ¢ € H'(R) (essendo 1* € Ly(R)). Di conseguenza Dp- = H!(R) = Dp
e Dy = —D"4 Vi € H(R), ovvero D* = —D. Quindi, poiché p = —2D q.o. in R ed essendo
I'aggiunto una mappa antilineare, si ha che p* = (—1D)* =1D* = —1D = p e cioe (p, H}(R)) &
autoaggiunto. Vedremo in seguito un modo pill rapido per provare I'autoaggiuntezza di (p, H!(R))
basato sulla trasformata di Fourier—Plancherel.

o AUTOAGGIUNTEZZA DELL'OPERATORE p? IN Lo(R) ED Lo([a,b])

Siap?(-) : ¥ € Dp2 C La(R) — (p?¥)(x) = —¢"(x) € La(R): & evidente che Dy2 & caratterizzato da
tutte quelle funzioni di Lo(R) tali che ¢' € H!(R), ovvero Dp> = H?*(R). Inoltre H*(R) C H'(R) e
si pud dimostrare che C§°(R) & denso in H?(R) e quindi p? & densamente definito in Lo(R). D’altra
parte, se A & autoaggiunto, allora anche A? & autoaggiunto, per cui (p?, H?(R)) ¢ autoaggiunto.
Nel caso La([a,b]), le proprietd di autoaggiuntezza di p? richiamano grossomodo quelle di p in
Ly([a,b]). Per cominciare, conviene notare che D*1) = 1 quasi ovunque in H?(R), essendo
H2(R) C H(R); inoltre, per a, 8 € R, H?([a, b]) si scrive equivalentemente come

x

H?([a,b]) = {1/1 € La([a,b]) : ¢(x) = a+ﬂx+/ (z —y)&y)dy, ze€lab], e Lz([a,b])},

ovvero come lo spazio delle funzioni di Ls([a,b]) ass. continue e con derivata prima ass. continua
(teorema “derivata debole vs ass.continuitd”). Infine, definiamo H3([a,b]) = {v € H?([a,b]) :
Pla) =0 =),y (a) =0=1'(b)}. (pQ,Dgz = H3([a,b])) & simmetrico ma non autoaggiunto.
La simmetria € banale: si integra due volte per parti e si impongono le condizioni al contorno. Per
la non autoaggiuntezza, basta far vedere che per il dominio dell’aggiunto non sono necessarie le
condizioni al contorno di DgQ. Procedendo come nel terzo esempio di questa sezione, si trova che

b T
/ [w<x>+ [ w-nrwds|ew)de =0 v ey, v =67 € Lallab)

65Ricordiamo che se (X, F) & uno spazio misurabile (F una o-algebra di X), allora f : X — C & un funzione misurabile
seesolose {r € X : f(z) <a,a € C}CF.

46



L’insieme delle £ € Ly([a, b]) soddisfacenti la precedente non & denso, per cui se ¢ € D?pQ)*, allora

bla) = a+ﬁx+/z(a? Cpewydy = v e H((a b)),

Di conseguenza Dgz C D?pQ)* ovvero (p?,H3([a,b])) & simmetrico ma non autoaggiunto. Tuttavia
(p?, Dgz) ammette infinite estensioni autoaggiunte. Come nel caso di (p, Dg), anche qui e necessario
indebolire le condizioni al contorno. Consideriamo ad esempio la famiglia (p2, Dgf'), dove

o [ e L [0+ ca(b) +os(@) +au () =0
{w & 0D {mwwzw(b)mgw'(a)mw/(b) 0 }

p? =
con o;,3; € Cpert = 1,...,4. Essendo D;f‘ ) Dgz, dev’essere D&%)* - D?FQ)*; quindi se
¥ € D)., certamente 1) € H2([a,b]). In definitiva, occorre dimostrare che le condizioni al
contorno per D(5). siano le stesse di Dy, Sia dunque ¢ € DSy, allora 3¢9 € Ly([a, b]) tale

che (¥, p°0) Lo ((a ) = (V" D) Lo(lap)) VO € Dy D'altronde, integrando due volte per parti

(¥, 20) L, () = [/ (@)6(@) = B@)¢ (@)], + (=", 6) La((a)-

Pertanto, posto ¢* = —1" (il che & lecito essendo ¢ € H?([a, b])), dev’essere necessariamente
G(0)¢' (b) — &' (B)(b) = ¥(a)¢' (a) — ¥ (a)o(a).
Q1 Q9 Q3 04

Br P2 B3 Ba

Occorre allora determinare la matrice Q = ( ) e C2** in modo che le condizioni

<§i o gi) f'((?) <8) V' (@)o(@)|, = B@)¢' ()], (4.24)

w(z) .
& 5w s em|=6):
Y'(b)

Affinché le condizioni al contorno siano due equazioni linearmente indipendenti, @ dev’essere di
rango due. Di conseguenza, individuare i minori 2 x 2 di @ non singolari equivale a determinare
condizioni al contorno che rendono (p?, Dgf') autoaggiunto. Ad esempio, se il minore definito dalle
prime due colonne di @ & non singolare, le condizioni al contorno si riducono alla forma

$(a) + asd/(a) + s’ (b) = 0
$(b) + B¢ (a) + Bag' (b) = 0,

le quali, combinate con le (4.24), implicano le condizioni

¢(a) +az’(a) — B3y’ (b) = 0
Y(b) — az’ (a) + Bat)' (b) = 0.

Percid, un’estensione autoaggiunta & caratterizzata da condizioni al contorno date dalla (4.25) con
asz, s € Red ay = —f33 (quattro parametri reali). Ulteriori esempi di “condizioni al contorno
autoaggiunte” sono le seguenti: 1) condizioni di annullamento o di Dirichlet, ¥(a) = 0 = ¥(b);
2) condizioni di Neumann, 1'(a) = 0 = 9'(b); 3) condizioni periodiche con sfasamento, ¥(b) =
e¥(a), ' (b) = €9’ (a), con 0 € [0,27); 4) condizioni a canna d’organo, ¥(a) = 0 = ¢'(b).

(4.25)
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4.5 Estendibilita di operatori simmetrici

Vedremo ora alcuni criteri che consentono di stabilire I'esistenza e 'unicita di estensioni autoaggiunte
di operatori simmetrici. Preliminarmente occorre richiamare le proprieta di isometria ed unitarieta.

DEFINIZIONE (OPERATORE ISOMETRICO) - Un operatore (A, Da) é detto isometrico se
<AX, Ay> = <X>Y>7 VX, y € Da. (426)

Dalla definizione segue che un operatore isometrico & limitato, ha norma unitaria, ammette aggiunto
e soddisfa l'identita A*A = 1. Inoltre ¢ evidente che la (4.26) equivale a richiedere che |Ax| = ||x]|
Vx € D4: quindi un operatore isometrico & necessariamente iniettivo (ammette inverso limitato su R 4).
Naturalmente se R4 # H si ha che A*A # AA*, mentre se R4 ¢ denso in H, allora A~! & estendibile a
tutto H ed A & anche suriettivo. In quest’ultimo caso si usa dare la seguente

DEFINIZIONE (OPERATORE UNITARIO) - Un operatore (A, Da) € unitario se é isometrico e suriettivo.

In definitiva, un operatore (A4,D4) unitario® ammette inverso densamente definito e limitato ed &

semplice verificare che A™! = A* A*A = AA* =1 (ovvero A & normale) ed A* & esso stesso isometrico.
I criteri studiati nella sezione precedente risaltano il ruolo che i sottospazi Na«4,1 hanno nella

determinazione delle proprieta di autoaggiuntezza di un operatore simmetrico. In effetti, essi forniscono

tutte le informazioni utili per stabilire I’esistenza di estensioni autoaggiunte di operatori simmetrici.

DEFINIZIONE (SPAZI ED INDICI DI DIFETTO) - A C A*, Dy = H. Si dicono sottospazi di difetto di A
i sottospazi M4 = Na-1,1 ed indici di difetto di A le rispettive dimensioni di Hilbert’” ny = dimM ..

Una prima osservazione: se A = A C A* (simmetrico e chiusg) eDy =H, allora A iA* Snge =0
(teorema “simmetrico vs autoaggiunto”); se invece A C A* e Dy = H, allora A = (A)* & ny =0
(teorema “simmetrico vs ess. autoaggiunto”). Cid appare ancor pil evidente alla luce del seguente

TEOREMA (DECOMPOSIZIONE DI Dy-) - Sia A=A C A* e Dy =H. Allora
Dy« =DpdM; DM_. (4.27)

Dimostrazione. Essendo A* chiuso, D4+ ¢ di Hilbert rispetto al prodotto scalare del grafico (vedi (4.15));
inoltre, i sottospazi D4 ed ML sono chiusi in D4« rispetto alla norma indotta dal prodotto scalare e
sono a due a due ortogonali. Infatti, se x € M, ed y € M_, allora

(X, ¥)r,e = (X y)u + (A Ay)u = (X y)n + (—x,05)n = 0;
inoltre, y appartiene al complemento ortogonale di D4 in D4~ se e solo se
<X7Y>FA* = <X7 y>'H + <A*Xa A*Y>H = <X7 y>'H + <AX5 A*Y>7-t = 07 Vx e DA7

ciod se e solo se A*y € Da-«, (A*)%y = —y ed @& facile far vedere che M4 soddisfano tali richieste. Per
provare la (4.27) basta verificare che #ily € D4-, y # 0 tale che y 1 D4 @& M, & M, . Supponiamo per
assurdo che un simile y esista: per quanto appena detto, essendoy L Dy, risulta che (x,y) = —(Ax, Ay)
Vx € Dy e quindi A*y € Dy~ ed (A?)*y = —y. Pertanto

(A" +11) (A" —l)y = [(4*)* + 1]y = 0,

e cioe (A* —1l)y € M;. Mase z € My, allora ((A* —1)y,—12z) = (y,2)r,. = 0 essendoy L
Da® My dM_, percio (A* —il)y =0 e cioe y € M_, il che ¢ assurdo, essendoy L M_. O

66 Come vedremo nel §6.8, un tipico esempio di operatore unitario in H = Ly & la trasformata di Fourier—Plancherel.
67Si tenga presente che la dimensione di Hilbert di # corrisponde alla cardinality di una sua base ortonormale.
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Nel dimostrare il teorema “simmetrico vs autoaggiunto” si era visto che se A C A*, allora
I(A+e)x]|? = | Ax|]* + [Ix]|* = (A = L)x|?, ~ ¥x€Da.
Esiste quindi un’isometria Ug : Dy, = Rata — Ru, = Ra—u1 tale che Uy(Ax +11x) = (A —1)x
Vx € Da. Tenendo presente che (A + 1)~ mappa Dy, su Da, Poperatore Uy si riscrive nella forma
Ua=(A—11)(A+0)7L, (4.28)

e prende il nome di trasformata di Cayley di A. La (4.28) & una generalizzazione operatoriale della
trasformazione di Méebius z +> z;z, che definisce una corrispondenza biunivoca tra la retta reale ed il
cerchio di raggio unitario centrato nell’origine e privato del punto 1. Naturalmente la (4.28) individua
la corrispondenza biunivoca isometrico <> simmetrico. Si noti inoltre che Dy = Rq_y, ed (1 —Uy) ¢
iniettivo, per cui (A, D4) si riscrive in funzione della sua trasformata di Cayley secondo l’espressione

A=11+Us)(1—-Ugs)™ " (4.29)

La trasformata di Cayley e lo strumento tecnico di base per i criteri che ci accingiamo a presentare.
La ragione della sua importanza risiede nelle proprieta spettrali di operatori unitari ed autoaggiunti:
lo spettro della prima classe giace sulla circonferenza di raggio unitario, mentre quello della seconda &
contenuto nella retta reale. Sembra allora possibile che la (4.28) individui una qualche corrispondenza
tra operatori unitari ed autoaggiunti. Cid che si scopre & contenuto nel seguente®®

TEOREMA (TRASF. DI CAYLEY UNITARIA) - A C A*, Dy = H. Allora A = A* < Uga ¢ unitario in H.
Dimostrazione. A= A* © Ratg =H < Dy, =Raru =H =Ra—a =Ry, < Ua & unitario. O

Oltre ad essere un’isometria, la trasformata di Cayley preserva l’ordine: infatti, se Ug,Uas sono le
trasformate di Cayley di due operatori simmetrici A, A’, ¢ chiaro che A C A’ <& Uy C Uyx/. Pertanto,
alla luce della (4.29), studiare le estensioni simmetriche di operatori simmetrici equivale a studiare le
estensioni isometriche dei corrispondenti operatori di Cayley; cid & vantaggioso, dal momento che gli
operatori isometrici sono limitati. Il prossimo teorema (dimostrato da von Neumann) stabilisce un
criterio di esistenza per le estensioni isometriche di Uy fornendo, inoltre, una procedura esplicita per la
loro costruzione. Senza perdere in generalitd, supporremo per semplicitd A = A.

TEOREMA (ESTENSIONI ISOMETRICHE DI Uy) - Sia A = A C A*, Dy = H ed Ua come in (4.28).
Allora:

(1) Uar 2 Uy isometrico < esistono Fy C My ed un’isometria suriettiva ﬁA : Fy — F_ tale che
Usr :RAav1 ®Fy 5> Ra_ g ®F- ed Ua(x+y)=Uasx+ ﬁAy, x€Dy,,y € Fy,
equivalentemente, tale che per x € Dy edy € Fy risultano essere
D :DAGB{erl?Ay, yeEF,} ed A’(x+y+l~fAy) :Ax+zy—z(~]Ay:A*(x+y+UAy).

(i1) Ugas di parte (i) é unitario (ovvero A' = A™) & Fy = My rispettivamente.

Dimostrazione. (i) Se Ua & della forma data, allora ¢ un’isometria da R a4+, ©F su Ra—,1®F-; inoltre
Ri—v, 2Ri1—vs,=DaeDyp=H,quindi Ry_y, =Hede (per definizione) la trasformata di Cayley
di A’ O A. Viceversa, se Usr O Uy ¢ la trasformata di Cayley di A’ O A, allora F— = Rar41 © Rata,
Fiy =Rg—q ©Ra—y ed Us = Un/|p,. (i) Segue da (i'), osservando che A’ si scrive come sopra:
infatti DA/~: R]I—UA/ =(1- UA’)DUA/ :~(]l —Ua)Dy, ®Fy) = (1 —-Us)Dy, @ (1 —Ux)Fy =
Dad{y—Uay,y € Fy}. Daltronde {y —Unsy,y € F;+} CFL, ®F_ C M; ®M_ ed essendo A" C A*
A (x+y—Unsy)=A"(x+y—Usy) = Ax+ 1y + Uy, Vx € Dy, y € Fy. Siponga Uy = —Ua.

(it) Ups € unitario & Dy, = H =Ry, & Ra+ua®Fr =H & F; = (Ra+a)* =Nz =Mz, O

68Per approfondimenti: M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 2, pgg. 135 e seguenti.
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Dal teorema discendono due osservazioni: ’esistenza dei sottospazi Fiy C M4 e condizione necessaria
per esistenza di estensioni isometriche di Uy, dunque se almeno uno tra My = {0} (ovvero se nyn_ =
0) non esistono estensioni simmetriche di A. Inoltre, essendo U A Fy — F_ un’isometria suriettiva, si
ha che dim(F}) = dim(F_) e quindi, se un’estensione simmetrica di A esiste, essa ¢ autoaggiunta se e
solo se ny = n_. Quanto appena osservato rappresenta grossomodo il contenuto del seguente corollario
(dovuto anch’esso a von Neumann), che per ragioni storiche riportiamo come teorema.

TEOREMA (VON NEUMANN — INDICI DI DIFETTO) - Sia A C A* e Dy = H. Allora:
(a) A & massimalmente simmetrico® (cioé inestendibile) < A=A ed nyn_ = 0;

(b) A ammette n = ny estensioni autoaggiunte < ny =n_.

Sulla numerosita delle estensioni di A, occorre osservare che il numero di estensioni isometriche di Uy4
corrisponde proprio a dim(F,); pertanto, tenendo presente la corrispondenza biunivoca isometrico <>
simmetrico posta dalla trasformata di Cayley, ne deduciamo che esistono tante estensioni simmetriche
di A quant’e dim(F). Allora, se ny = n_ esisteranno n = ny estensioni autoaggiunte di A.

Il prossimo teorema individua un semplice ed utile criterio per stabilire quando gli indici di difetto
di un operatore simmetrico sono uguali. Preliminarmente, occorre dare la seguente

DEFINIZIONE (OPERATORE ANTIUNITARIO E DI CONIUGAZIONE) - (K, Dg) antilineare é antiunitario

se & antiisometrico’™® e suriettivo. Diremo che: K & una coniugazione se é antiunitario e K2 = 1;

(A,D4) é B—reale se esiste un operatore B tale che BDy C Dy e [B,Alx=0Vx € Dy.

(CRITERIO DI VON NEUMANN) - A C A*, Dy = H e K—reale, K una coniugazione. Allorany =n_.

Dimostrazione. (A,D4) & K-reale e K & involutivo, quindi Dy C KDy C K?D4 = D4, ovvero KDy =
D4; d’altronde [K, Ajx = 0 Vx € Dy, per cui preso y; € My = (Ra_,1)" si ha che

0=((A-)x,y+) = (Ky4, K(A—11)x) = (Ky4, (A+11)Kx) Vx €Dgy.

Ma Kx € Dy, quindi Ky, € (Rata)t = M_, ovvero K : M, — M_. In modo analogo si dimostra
che K : M_ — M . Ma K conserva 'ortonormalita e quindi mappa biettivamente basi hilbertiane di
M in basi hilbertiane di M_ e viceversa. Percio, le cardinalita delle basi si conservano: ny =n_. O

Prima di passare agli esempi, riportiamo per completezza un secondo importante criterio di au-
toaggiuntezza (dovuto, questa volta ad E. Nelson). Introduciamo il seguente concetto: sia (A,D4) un
operatore di H ed x € D4 tale che A"x € Dy Vn € N (A% := 1), allora x & detto vettore C> per A.
Indichiamo, inoltre, il sottospazio vettoriale di A dei vettori C* per A con C*>°(A).

DEFINIZIONE (VETTORE ANALITICO E DI UNICITA) - Xo € C*®(A) é un vettore analitico per A se

=+ HAnXOH n
dteR tale che Z o t" < +o0.
neN

Diremo invece che xg € C*°(A) ¢ un vettore di unicita per A C A* se Ay, := Alp,, ¢ un operatore
essenzialmente autoaggiunto in Hy, := Dx,, dove Dy, ¢ il sottospazio di H generato da {A"Xg}nen-

Si noti che se xg € C°°(A) ¢ un vettore analitico per A, allora la serie ) WZ” converge uni-
formemente ed assolutamente V z € C con |z| < ¢; inoltre, convergeranno con egual raggio anche le serie
delle derivate di ogni ordine. Questo fatto ¢ di grande importanza, in quanto consente di affermare che
se xg € C*°(A) ¢ un vettore analitico per A, allora tutti i vettori di Dy, sono analitici per A.

69Se A massimalmente simmetrico, allora non ammette estensioni simmetriche proprie; d’altronde, ogni simmetrico &
chiudibile e la chiusura di un simmetrico & simmetrico, quindi un operatore massimalmente simmetrico & chiuso.
0(K,Di) & antiisometrico se (Kx, Ky) = (X,y) Vx,y € Dk ; naturalmente, anche un’antiisometria conserva la norma.
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LEMMA (NUSSBAUM) - Sia A C A* e Dy = H. Se D contiene un insieme un insieme di vettori di
unicita che genera un sottospazio denso di H, allora A é essenzialmente autoaggiunto.

Dimostrazione. Sia xg € C*(A) di unicita per A. Perché A = (A)* dev’essere R 44,1 = H; d’altra parte
cio accade se esiste in H un insieme di elegenti che > generano R a+.1 e tali che quest’ultimo sia denso.
Basta dimostrare che xg € R a4,1: infatti R g4,1 D RAXO 1.1 = H, essendo Ay, ess. autoaggiunto. [

Il precedente lemma consente di dimostrare parte del criterio di Nelson: una dimostrazione completa
richiede la conoscenza di alcune proprieta spettrali degli operatori simmetrici, che vedremo nel prossimo
capitolo. Al momento, quindi, la dimostrazione dovra essere letta come tale.

(CRITERIO DI NELSON) - A C A*, Dy = H. Se D4 contiene un insieme di vettori analitici per A che
genera un sottospazio denso di H, allora A é essenzialmente autoaggiunto.

Dimostrazione. Siveda J. Weidmann, LINEAR OPERATORS IN HILBERT SPACES, cap. 8, pg. 261. [

Esempi

o OPERATORE DI SHIFT DESTRO E DECOMPOSIZIONE DI WOLD—VON NEUMANN

Nel §4.1 abbiamo introdotto l'operatore S, : fo — {5: esso & lineare, limitato ed ha norma
unitaria. Sia ora S = S; : H — H, H un generico spazio di Hilbert separabile, ed {e,} ey una
base ortonormale di H; evidentemente Se,, = €,11, n = 1,2,.... Determiniamo Rg, Ns ed S*.
Sia H 3 X = Y cn@n€n, allora Sx = (0,a1,4a2,...,ap,...) = 0 = x = 0, per cui Ng = {0}
(S ¢ iniettivo). Sia oray € Rg, allora y = Sx (per un certo x € H) e cid ¢ soddisfatto da tutti
gliy € H tali che y = (0,a1,a2,...,a,,...) e ciot Rs = {e1} (S non ¢ suriettivo). D’altra
parte [|Sx[|3, = >, Tnam(Sen, Sem)n = 3, lan|* = |Ix[|3, ¥x € H, quindi S & isometrico ma
non unitario. Per Iaggiunto di S occorre risolvere 'identita (Sx,y)y = (x,S*y)n Vx,y € H:
sfruttando 'ortonormalita degli elementi di base, si trova che

Zanbm6n+l,m = Z@bm<en7 S*em>’H — <ena S*em>’H = 6n+1,m7

n,m

ovvero (e,,S*e,11)u = 1 < S*e, = e,—1 per n = 1,2,... (eg := 0). Pertanto, l’aggiunto
dell’operatore di shift destro é loperatore di shift sinistro e viceversa (S = S**, essendo S limitato).
L’operatore S ¢ la trasformata di Cayley di un operatore simmetrico: infatti & isometrico ed Rq_g
€ denso in H. Per verificare la proprieta di densita, si noti che S*y =y < y = 0 in quanto
sey € Ni_s-, alloray = mlyedy € H < |yllx < oo; pertanto (Ry_s)* = Ny_g- = {0}.
Tuttavia, S non ammette estensioni isometriche: infatti, indicando con A I'operatore simmetrico
associato ad S, si ha che Ra1q = Ds = H ed Ra_,1 = Rs = {e1}+, quindi M_ = {0} (e cioe
n_ =0) ed My = {e1} (e cioe ny = 1), per cui ny # n_. A discapito della sua semplicita,
I'operatore di shift ha un ruolo rilevante, come rivela il seguente’

TEOREMA (DECOMPOSIZIONE DI WOLD—-VON NEUMANN) - Sia (S,H) loperatore di shift ed
(U,H) un operatore unitario. Qualsiasi isometria L : H — H puod essere decomposta nella forma

I=Us(SeSaSe...). (4.30)

Inoltre H si decompone nella somma diretta H = Hy ( Hs®HsD. .. ), dove T|yy,, € un operatore
unitario di B(Hy, Hu), gli Hs sono isomorfi ad €2(N) e le restrizioni I|y sono operatori di shift.

o ESTENSIONI AUTOAGGIUNTE DI p IN La([a,b]), La(R) ED La(RY)
(1) Si & visto che (p,DJ) & simmetrico, non autoaggiunto ed ammette la famiglia di estensioni
autoaggiunte (p,D§), dove DI = {¢) € H'([a,b]) : ¥ (b) = e¢(a), § € [0,2m)}. Vogliamo ora

"1Per la dimostrazione, si veda P. Caressa, METODI MATEMATICI PER LA MECCANICA QUANTISTICA, pgg. 493.
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ritrovare gli stessi risultati con gli strumenti esposti in questa sezione. Tutte le informazioni sulle
estensioni di (p,Dg) sono contenute in ny. Evidentemente My = {¢ € Dyp- : p*y = ily};
d’altra parte Dy contiene almeno H'([a,b]) e p*¢) = ¢* = —w)/, per cui

My ={¢ e H'([a,]) : ¥(z) = ce™, c € C}.

Allorany =1e (p,Dg) non € ess. autoaggiunto, ma ammette un’estensione autoaggiunta. Per
costruire tale estensione ricorriamo al teorema “estensioni isometriche di Ua” (si noti che qui
Fy = My). Siano 11 € My di norma unitaria in L ([0, 1]) (per semplicita [a, b] = [0, 1]):

V2o, V2e .

¢+(1’): 62—16 ) ¢—(x): 62—16

) x € [0,1].

Naturalmente, le uniche isometrie (7,, : M4 — M_ sono le mappe 1, — yp_ con v € C, |y| = 1.
Dungque le estensioni autoaggiunte di (p, Dg) sono (p,Dy), dove Dy = Dg @ {1/)+ + 'yw,}, OVVero

Dy ={¢ € L2([0,1]) : ¢(z) = v(z) + oo (z) + fy9—(), ¥ € Dy, i € My, B,7 € C}.

Il dominio individuato corrisponde esattamente a Dg: infatti, se ¢ € D;, allora

o) = YLD gy = YHOED — y1)= 2E0) = a00), ol =1

Viceversa, se ¢(1) = a¢(0), allora ¢(x) = (x) + Sy (x) + Byp—(z) dove B € Ce v = 5.
Abbiamo quindi ritrovato le condizioni al contorno di Dz , per cui (p, Dy) = (p, Dg).

(1) Passiamo a (p, H!(R)): in precedenza abbiamo dimostrato che p* = p ricorrendo all’anti—
autoaggiuntezza di (D, H!(R)). Un’alternativa ¢ adoperare il teorema “simmetrico vs autoaggiun-
to”: infatti, My = {0}, in quanto 1 (z) = ce™ ¢ Lo(R); se (p, H'(R)) fosse chiuso in Lo(R),
avremmo concluso. Dimostriamo che (D,H!(R)) & chiuso in La(R): sia {1, tnen € HY(R) tale
che, per n — o0, ¥, = ¥ € Ly(R) e D9, — £ € La(R); allora

/qun(x)fb'(x) do = — /R(D bn)@)o(@)dz, ¥ée CF(R), ¥neN,
Essendo entrambi prodotti scalari in R, al passaggio al limite si trova che V¢ € C5°(R)
[ v @i = [ cwo@dn, VoeoF®) — weH(®) o ¢=Du.
(112) Concludiamo col caso p su La(R{): consideriamo come dominio di definizione lo spazio
Df = (¥ € BURY) : 0(0) =0) = {0 € La(R) : v(a) = [ €)dy, @ € R, € € Lal®E)):

5: = Ly(RY). Sicché (p, Dy ) & simmetrico ma non autoaggiunto. La simmetria & banale; per
Pautoaggiuntezza si procede come per (p, Dg): se € Ly(RT) € D;Z, allora 39* € La(RY) t.c.

— [ B¢ @) de= [ F(a)ex)ds, VYo e Dy,

+ +
RO RO

Tenendo presente che ¢/(z) = &(), indicando con ¥(z) = [ ¢*(y)dy la primitiva di ¥* ed
integrando per parti il secondo membro dell’espressione precedente, si trova che

/]R+ [W(x) — (@) €(x) dw = (U + 1), €) 1, ) = 0.
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Linsieme delle £ € Ly(Rg) soddisfacenti tale relazione non ¢ denso, quindi esistera almeno la
funzione costante f(x) = «, o € C, tale che ¥ 4 1) = a.. Essendo arbitraria, sia o = 11(0), sicché

v =00+ [ W E)dn Ve @), @ ek,

Dunque D;Z O Dy e contiene almeno H'(RY). (p, D) non ammette estensioni autoaggiunte. Di-
fatti, gli spazi M4 sono costituiti rispettivamente dalle ¢+ € H*(R7) tali che ¢/, (z) = +t1(z),
ovvero 14 (z) = cet® ¢ € C; & evidente che ¢p_ € H(R{), mentre vy ¢ Lo(R7), per cui
M_ # {0} ed My = {0}. Di conseguenza nin_ = 0, ovvero (p, D) ¢ mass. simmetrico.

OSSERVAZIONE — Esaminiamo brevemente il problema dell’autoaggiuntezza di p su L2 ([0, 1]) da un punto
di vista fisico. Sia ¢(x) un pacchetto d’onde sufficientemente liscio a valori in [0, 1] e nullo sui bordi
dell’intervallo; supponiamo che ¥ (z) venga traslato verso destra di una quantita y piccola al punto che
1(x) non raggiunga gli estremi dell’intervallo (vedi Figura di seguito).

VA WANY N
VAV

La traslazione compiuta sara allora dovuta all’azione dalla famiglia di operatori U(y) : ¢(z) — ¢(x —y);
in Meccanica Quantistica, simili operatori sono rappresentati da un gruppo unitario ad un parametro il
cui generatore e I'operatore impulso. Il caso del pacchetto d’onda e paradigmatico in quanto

oy TWWE) — (@) _ | e —y) ()

y—0 Y y—0 4

=)’ (z).

Quindi il generatore delle traslazioni agisce come I'operatore impulso sullo spazio delle funzioni di suppor-
to sufficientemente distante dagli estremi dell’intervallo; possiamo assumere tale spazio come C&((0,1)).
Su tale dominio, la chiusura di p corrisponde proprio a (p, Dg ); inoltre & simmetrico ma non autoaggiun-
to: infatti, non abbiamo specificato quale sia l'azione di U nel momento in cui ¢ raggiunge gli estremi
dell’intervallo. Naturalmente, se vogliamo che le traslazioni siano rappresentate da gruppi unitari (quindi
continui), dobbiamo richiedere condizioni al contorno periodiche sulle 9, di modo che

/Olw<x—y>|2dx=/01 (@)l dz.

Tuttavia, c’e ancora un grado di liberta, dato dalla scelta della fase che il pacchetto d’onda acquisisce
ritornando sul primo estremo: per via del principio di sovrapposizione, tale fase dovra essere la stessa per
ciascuna funzione d’onda. Quindi, ciascuna traslazione sara assegnata specificando il valore di a € C,
|a| =1 e richiedendo che ¥, = ¥ (- +y) soddisfi la condizione ¢, (1) = a1, (0), per ogni tempo y. Per cui
la dinamica e descritta e**¥; dove p & proprio (p, Dg). Cio mostra come, anche per sistemi fisici molto
semplici, diverse estensioni autoaggiunte corrispondono a diverse situazioni fisiche.

4.6 Cenni sulla teoria delle perturbazioni di operatori simmetrici

Il seguente paragrafo non ha alcuna pretesa di completezza e vuole solo avere 'intento di erudire il lettore
sulla conoscenza di alcune tecniche di indiscutibile utilita in Fisica che garantiscono 'autoaggiuntezza o
I’essenziale autoaggiuntezza di particolari operatori simmetrici “perturbati””2. I principali risultati che

72Per approfondimenti, si veda M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 2, pgg. 146-162.
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discuteremo sono il criterio del cerchio limite—punto limite di Weyl ed il teorema di Kato—Rellich.

Per il primo argomento occorre introdurre alcuni concetti preliminari. Sia H(gq,p) = %npz +V(g)
Phamiltoniana di una particella classica in moto sulla semiretta (0,00) e soggetta ad un potenziale
V € C1((0,00)) uniformemente lipshitziano in ogni su ciascun sottoinsieme compatto di (0,00); come

sappiamo le equazioni del moto sono ¢(t) = =p(t), p(t) = =V’ (z(t)).

DEFINIZIONE (POTENZIALE CLASSICO COMPLETO) - Il moto classico generato da V' (pit semplicemente,
V') si dice completo in 0 (risp. 00) se non esiste alcuna coppia di condizioni iniziali (qo, po) € (0,00) xR
tali che la soluzione q(t) converge a 0 (risp. 0o) in un intervallo di tempo finito.

11 seguente criterio consente di stabilire quanto V' (q) genera un moto classico completo.

TEOREMA (POTENZIALE CLASSICO COMPLETO) - V € C1(0,00), unif. lipsh. su ogni compatto. Allora
o V(q) é non completo in 0 < V(q) & superiormente limitata in un intorno di 0;

o V(q) & non completo in oo < V(q) & superiormente limitata Vg > 1 e se

o dq
per un certo K > sup V(q).

— <
1 VK =V(g) q>1

Sia ora H(q,p) = p? + V(q) (omettiamo per semplicita (2m)~!) I’hamiltoniano di una particella
quantistica in moto su (0,00) e soggetta ad un potenziale reale V€ C°((0,00)); sia inoltre Dy =
C§°((0,00)). Essendo V reale, (H, Dy ) & simmetrico: infatti, V1, ¢ € C§°((0,00)) si ha che

1

@), = [ B[ =0 @)+ V) de = [ Vi) -5 @) de = ([16.0)s,.
Sia ora ¢ € Dy, quindi (p?¢,¥)r, = (¢, (H* — V))r, (V & reale, quindi simmetrico): allora ¢ €
L3 10:((0,00)), cioe ¢’ & assolutamente continua e —p"” —=V1) € Ly((0,00)). Inoltre, 'operatore antilineare

C() : Y € La((0,00)) = (CY)(x) = (x) € L2((0,00)) & anti-isometrico, suriettivo ed & tale per cui
(CH)Y = (HC)y Yy € C§°((0,00)): pertanto ny = n_ (gli indici di difetto di H sono eguali, criterio
di von Neumann). In definitiva, abbiamo succintamente provato quanto segue

TEOREMA (PROPRIETA DI H = p?+V(q)) - Sia H come prima e Dy = C§°((0,00)). Allora: H C H*,
ny = n_; inoltre, se ) € Dy, allora " € L3 15.((0,00)), —¢"+Vp € La((0,00)) ed H*tp = =" + V.

Il teorema evidenzia l'esistenza di un legame tra proprieta degli indici di difetto di un operatore
e proprieta di equazioni alle derivate ordinarie. Vogliamo indagare meglio questa connessione ed, in
particolare, stabilire le proprieta degli indici di difetto di H a partire dalle soluzioni di

— " (z) + V(2)Y(z) = M(x), AeC. (4.31)
TEOREMA (SOLUZIONI DI ¢ = Vi) — X\p) - Sia V € C°((0,0)) a valori reali. Allora:
(a) se I(A) # 0 = 3 almeno una soluzione della (4.31) in Lo vicino a 0 ed una in Lo vicino ad oo;

(b) se esiste almeno un X € C tale che le due soluzioni della (4.31) sono entrambe in Lo vicino a 0
(risp. 00), allora ¥ A € C le due soluzioni sono in Lo vicino a 0 (risp. 00).

Si noti che u : R — R & in Ly vicino ad oo se o q[ull?, = [ |u(y)|*dy < oo V& > ¢ (c € R),
viceversa ¢ in Ly vicino a 0 se [, gllul|7, < oo Y € [0,¢]. Introduciamo un’importante definizione.

DEFINIZIONE (CASI CERCHIO LIMITE E PUNTO LIMITE) - V € C°((0,00)) reale. Diremo che V ¢ nel
caso cerchio limite ad oo (risp. a 0) se per un certo A € C, ogni soluzione della (4.31) é in Ly vicino
ad oo (risp. a0). Se V non é nel caso cerchio limite ad oo (risp. a0), allora é nel caso punto limite.
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Se V' ¢ nel caso punto limite sia a 0 che ad oo, si hanno notevoli effetti sugli indici di difetto.

(CRITERIO DI WEYL DEL PUNTO LIMITE-CERCHIO LIMITE) - V € C°((0,00)) reale, (H,C5((0,0))).
Allora H ¢ essenzialmente autoaggiunto se e solo se V' ¢é nel caso punto limite a 0 ed co.

Dimostrazione. Per cominciare si noti che ny = dim{¢) € Dy« : H*y = A, () S 0} rispettivamente.
Quindi, se V' & nel caso cerchio limite a 0 ed oo, allora gli indici di difetto di H sono ny =2 =mn_; se
invece V' & nel caso cerchio limite ad un estremo e nel caso punto limite all’altro, allorany =1 =mn_.
Pertanto H # (H)* se V non & nel caso punto limite ad entrambi gli estremi. Supponiamo ora che
V sia nel caso punto limite ad entrambi gli estremi: dunque, per f,g € Dg- poniamo 20,(f,g) =

f(x)g'(z) — f'(x)g(x) (un analogo del Wronskiano di f,g). 20, & continuo ed integrando per parti

b
Wy (f.g) — Wa(f,g) = / [ 1) (2)g(x) — F(x)(H"g)(z)] dx.

Poiché l'integrando nel membro a sinistra ¢ in L;((0,00)), 1 limiti Weo(f,g) = limp— 0o Wi (f, g) ed
Wo(f,g) =lim,02W,(f,g) esistono ed inoltre

woo(f,g) 7ﬁn0(fag) = <H*fag>L2 - <f7H*g>L2'

Se riusciamo a dimostrare che il membro di sinistra della precedente & zero, avremo provato che H* C
H*", ovvero che H* ¢ simmetrico e quindi che H & ess. autoaggiunto. Sia quindi ¢ € (0,00), B =
H|cge ((0,¢)) (sinoti che C5°((0,¢)) C La((0,¢))) ed A T'operatore H definito su

Dy ={y € C*>((0,¢)) : 1 =0 vicino a 0, ¥(c) = 0}.

Essendo B C A, ¢ B C A; d’altra parte in Dy esistono funzioni tali che ¢/(c) # 0 e simili funzioni non
appartengono a Dy, quindi A ¢ un’estensione propria, chiusa e simmetrica di B. Inoltre, entrambe le
soluzioni di 9" = V) F 1) sono in Lo vicino ¢, ma solo una di esse & in Lo vicino 0: allora, gli indici
di difetto di B sono n/, =1 = n’_ e quindi gli indici di difetto di A sono n/{ =0 = n", ovvero A &
ess. autoaggiunto. A questo punto, sia f € Dy« e siano fi, g1 € C§°((0,00)) tali che f(c) + fi(c) =0,
g(c) +g1(c) = 0; posto fo = f + f1 e g2 = g + g1, si ha che fs,go € Da~ = D5 e quindi

—Wo(f,9) = We(f2,92) — Wo(f2,92) = (Afa, g2) L, — (f2, Ag2) L, = 0.

Dunque 2y (f,g) = 0 ed una simile prova mostra che W..(f,g) = 0. O

Resta allora da stabilire sotto quali ipotesi un potenziale a valori reali V € C%((0,00)) ¢ nel caso
limite ad entrambi gli estremi. A tal proposito occorre dare la seguente

DEFINIZIONE (POTENZIALE QUANTISTICAMENTE COMPLETO) - V € C°((0,00)) reale ¢ quantistica-
mente completo se (H,C*((0,00))) & essenzialmente autoaggiunto. Inoltre, V ¢é detto completo a 0
(risp. ad 00) se almeno una delle soluzioni di "' = Vb non & in Ly vicino ad oo (risp. a 0).

Naturalmente, come per il moto classico, esistono anche qui degli utili criteri di completezza.

TEOREMA (POT. QUANT. COMPLETO AD o0) - V € C°((0,0)) reale ed M differenziabile t.c.

(1) V(z) > —M(x), (44) /100 M~Y2(z)dz = oo, (4i7) Z\%;ga(:i‘) é limitato vicino oo,

allora V' é quantisticamente completo nel caso punto limite ad oo.
Si evince che se V' ¢ classicamente completo ad oo non necessariamente ¢ quantisticamente completo;

esistono infatti esempi di potenziali classicamente completi ma che non lo sono quantisticamente e
viceversa’. Per la completezza quantistica a 0, invece, vale il seguente

738i veda M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 2, pgg. 155-158.
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TEOREMA (POTENZIALE QUANTISTICAMENTE COMPLETO A 0) - V € C%(0,0)), V(z) > 0 in un
intorno dello zero. Se V(x) > %x72 in un intorno dello zero, allora H ¢é nel caso punto limite a 0.
Inoltre, se I > 0 t.c. V(z) < (2 —e)z™2 in un intorno dello zero, allora H ¢ nel caso cerchio limite.

w

La teoria discussa finora permette di ottenere delle importanti conclusioni in merito alla classe dei
potenziali a simmetria sferica in R”. Ricordiamo che un potenziale V in R™ & detto a simmetria
sferica se dipende esclusivamente da r = (3}, 2?)!/?; sia quindi (H, Dg), dove

H=-V>+V(r) 282+V Dy = C(R™\ {0}).

Si puo dimostrare che H & essenzialmente autoaggiunto su tale dominio, come afferma il seguente

TEOREMA (POTENZIALE SFERICO ED ESSENZIALE AUTOAGCIUNTEZZA) - Sia (H,Dpg) come prima e
V(r) un potenziale a simmetria sferica su R™\ {0}. Se V(r) soddisfa la condizione

V(r>+—(”_1§”_3)% > 2

allora (H,Dg) é essenzialmente autoaggiunto, mentre non lo é se V(r) ¢ tale per cui
(n=1)(n-3) 1
T

c 3
1 jﬁﬁ, c< —.

0<V(r)+ 1

4.6.1 Teoremi di Kato—Rellich, di Wiist e KLMN

Determiniamo ora, in forma piu generale rispetto alla precedente trattazione, sotto quali ipotesi 1’au-
toaggiuntezza di un operatore resta conservata a seguito di una perturbazione “sufficientemente piccola”.

DEFINIZIONE (OPERATORE RELATIVAMENTE LIMITATO) - (A, D), (B,Dg) con Dy =H =Dp. Se
Dp2Da ese Ja,BER] tali che |Bx| < alx| + BlAx|, (4.32)

allora B ¢ A-limitato. Inoltre inf{S : 3as € Ry con ||Bx|| < ag||x|| + B||Ax||, Vx € Da} ¢ detto
A-limite di B e se esso € zero, B ¢ infinitesimamente piccolo rispetto ad A e si scrive B << A.

Si noti che se B << A, allora B ¢ limitato. Va inoltre osservato che nella (4.32) & possibile equivalen-
temente richiedere che esistano o, 8’ € Ry tali che || Bx||? < o/?||x||? + 8%||Ax||?> ¥x € D4. Un primo
risultato generale che andiamo a dimostrare riguarda la perturbazione di operatori chiusi ed aggiunti.

TEOREMA (PERTURBAZIONE DI OPERATORI CHIUSI ED AGGIUNTI) - Sia (A, D), Da = H e (B,Dp)
un operatore A-limitato tale che (B*,Dp+) é A*~limitato. Siano inoltre

Q={2€C:A+2B=A4A+2B, A*+2"B* = A* + 2*B*}, (4.33)
ed Qg la componente connessa di Q contenente lo zero. Allora (A + zB)* = A* + z*B*, Yz € ().

Dimostrazione. P, e P’ i proiettori ortogonali (in H x H) rispettivamente su Tay.p e J 1T a1+ p=.
Si dimostra che P,, P, dipendono con continuita da z, Vz € | ], per cui Po + P{ = Lyup = 1.
D’altra parte, sappiamo che V z € C risulta essere (A + z2B)* D A* + z*B*, ovvero

T Tariep €T Tiatrepy = Carzn)t,

essendo J unitario; inoltre, P, e P/, sono proiettori ortogonali, per cui P,P, =P.P, =0=T1-P,—P,
& un proiettore ortogonale Vz € Q e cioe | — P, — P,|| = {0,1}. Ma || — P, — P;|| dipende da z € Q
con continuita, per cui Vz € Qg abbiamo che || — P, — P’ "I = II = Po—Pgl|| = 0. In definitiva si ha che
FA*+Z*B* :(jFA_,_ZB)J‘ :F(A+zB) ovvero A*—FZ (A+ZB) VZEQ(). O
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In particolare, per A e B come prima, con B, B* aventi rispettivamente A, A*~limite < 1, si dimostra
che {z € C : |z| <1} C Qg equindi (A+B)* = A*+B* | ]. Questo risultato, noto come teorema
di Hess—Kato permette di dimostrare (senza ricorrere alla teoria spettrale) il seguente, fondamentale

TEOREMA (KATO-RELLICH) - Sia (A,D4) autoaggiunto (essenzialmente autoaggiunto) e B C B*,
A-limitato con A-limite < 1. Allora A+ B é autoaggiunto (essenzialmente autoaggiunto).

Dimostrazione. (a) Per costruzione (A+ B) C (A+ B)* e Dayg =DaNDp =Dy essendo Dg D Dy
(B & A-limitato): quindi D4 C Dia4py+. Ma B* & A*-limitato, infatti Dp- 2 Dp 2 Da = Da- ed

Jo/,8' € Ry taliche [|Bx|]* = || Bx||* < o”|x|* + 87 Ax|* = o’||x||* + B[ A"x||*, Vx € Da,

essendo A*A = AA*; dalla precedente, segue inoltre che B* deve avere A*—limite < A-limite di B
< 1. Dunque (A + B)* = A* + B* (teorema di Hess-Kato) e Da1p)- = Da-1p- = Da, essendo
Dp+ D Dy« =Dy. Pertanto A+ BC A*+ B* e Dayp =Da =Dasyps, ovvero A+ B = (A+ B)*.

(b) A= (A)*: allora B & A-limitato con A-limite < 1. Sia x € Dy ed (Xn)nen C Da t.c., per n — oo,
x, — x ed Ax,, = Ax. B & A-limitato, quindi (Bx,)nen € di Cauchy, per cui x € Dy, Bx, = Bx e

IBx| = lim || Bxyll < lim (allxal| + 8]l A%, ) = allx]| + 8] Ax].

Dal punto (a) segue che A+ B & autoaggiunto. D’altra parte A+ B C A+ B e, per la proprieta di
chiusuradi A+ B, ¢ A+ BC A+ B. Ma Dz, 5 =D5=Dggpgedunque A+ B=A+DB. O

Ricorrendo alla teoria spettrale, si dimostra inoltre che se A € inferiormente limitato, allora lo ¢
anche (A+ B) | ]; cio ha grande utilita in Meccanica Quantistica, dove gli hamiltoniani “fisici”
devono essere inferiormente limitati, cosi da garantire uno stato fondamentale finito. Esistono alcune
varianti “simmetriche” del teorema di Kato—Rellich; ne presentiamo qui le due principali.

o TEOREMA (KATO-RELLICH SIMMETRICO 1) Sia A C A*, Dy = H e B C B*, A-limitato con
A-limite < 1; allora ny (A + B) = ny(A) (per la dimostrazione si veda | D;

o TEOREMA (KATO-RELLICH SIMMETRICO II) Sia A C A*, Dy = H e B C B*, D = H; sia
inoltre D C Da, D tale che [|[(A — B)x| < ]| Ax| + | Bx|) + ljx|| ¥x € D, con a < 1. Allora
A= (A)"suD <« B=(B)*suD; inoltre, D4~ = Dy~ (per la dimostrazione si veda [ D-

Alp D

Nel caso di operatori autoaggiunti, la richiesta di limite relativo minore di 1 non puo essere indebolita.
Cio ¢ evidente se si considera ad esempio un operatore B = B* non limitato tale che A = —B: qui
A & B-limitato con B-limite = 1, ma A + B & una restrizione propria dell’operatore nullo e non &
autoaggiunto. Tuttavia, per limiti relativi unitari vale il seguente

TEOREMA (WUST) - Sia A = (A)* e B C B*, A-limitato con 8 = 1 in (4.33). Allora A+ B =
(A+ B)*.

Dimostrazione. Sia C = A+ B: dimostriamo che Nc+z,1 = (Rota)t = {0}. Sia (t,)nen € {0,1} tale
che, per n — oo, t, — 1. Evidentemente C,, = A + ¢, B ¢ essenzialmente autoaggiunto Vn € N su Dy
(teorema di Kato—Rellich) e, per costruzione, 3o € Ry tale che

[(Crn = O)x|| = (1 = t,)[|Bx[| < aflx[| + [[Ax|| — || Bx|| < aflx|| + [[Crx|[,  Vx€Da.  (4.34)
Si prenda ora h € (Ro4,1)*: poiché C,, = (C)*, Re,+a = H e quindi 3%, € D¢, = Dc tale che

1
(A, £:1)x, —h||<— neN = h = lim (C, £:1)x,,.
n

n—oo
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Un breve conto permette di dimostrare che ||(Cy,£11)x,,|| > ||, ]|, di conseguenza ||h|| > lim sup,,¢y ||%x |,
ovvero limsup,,cy ||Crnxn|| < 2||h|]. Combinando quanto trovato con la (4.34), si trova che

limsup [|(Cp, — C)x, | < limsup (af|x,[| + |Crxnl]) < c//h]],
neN neN

dove c=a+2. Ma Dy = H per cui Ve € Rt Jh, € Dy tale che ||h — h|| < ¢ e quindi
||hH2 = lgm <h7 (Cn =+ Z]l)xn> = lim [<h - hsa (C - Cn)xn> + <hsa (C - Cn)xn>]
< |lh — b Timsup [[(C = C)xall + limsup (C = C)b x|
neN neN

< cllhfle + lim sup(1 — ) |[bhe [} | = clfh]e,
ne

avendo adoperato il fatto che h € (RCizn)L. Poiché la precedente vale Ve € RT, dev’essere h = 0. [

Si noti che il teorema include anche il caso A = A* (vedi | | per una dimostrazione alternativa).

Discutiamo ora alcune applicazioni (esaustivamente indagate da T. Kato, | ]) del teorema di
Kato—Rellich al caso di hamiltoniani atomici. Preliminarmente, introduciamo la seguente notazione:
sia 2 un sottoinsieme di R”, indicheremo con L,(2) + L,(€2) I'insieme delle funzioni f = f; + f2, dove
1 € Ly(Q) ed fo € Ly(Q) con 1 < p,q < oco. Per brevita, sia A = —V? il laplaciano in R".

TEOREMA (AUTOAGGIUNTEZZA DI H = —A+V) - Sia H=—A+V conV € Ly(R?) + Lo (R?) reale.
Allora H ¢ essenzialmente autoaggiunto su C$°(R3) ed autoaggiunto su D_a.

Dimostrazione. (V,La(R3)) & simmetrico su Dy = {¢p € Ly(R3) : Vi € Ly(R3)}. Sia quindi V =
Vi + Va, dove V1 € Ly(R?) e Va2 € Loo(R%): allora V||, < [VillL, ¥l + Vel 9]z, e quindi
Dy D C°(R?). Ricorrendo alla trasformata di Fourier—Plancherel si dimostra che, per come definita,
¥ & continua e limitata e Va € RT 3b € RT (indipendente da 1) tale che |||, < al|AY| L, + bl|¢| L,
Vi € C§°(R?). Quest’ultima, combinata con la disuguaglianza precedente, permette di concludere che

IVel, < alVilleoll = Avllz, + (0+ 1Vallo ) 1Wllz., Voo € CE°(R).

Pertanto V' & —A-limitato con —A-limite arbitrariamente piccolo su C§°(R?) e quindi, per il teorema
di Kato-Rellich, (H,D_A) & autoaggiunto mentre (H, C§°(R?)) & essenzialmente autoaggiunto. O

Il teorema e utile, ad esempio, per 'autoaggiuntezza dell’hamiltoniano dell’atomo d’idrogeno:
il potenziale coulombiano, infatti, puo essere riscritto equivalentemente nella forma

2
& se r>7r 0 se r>7r
v<r>=v1<r>+vz<r>z{ ST { .

—< se r<r

per fissato ' € R3. Dal momento che V; € Lo (R?) e Vo € Ly(R?), vale il precedente teorema e quindi

(—A — e?r~1 H?(R3)) ¢ autoaggiunto, mentre (—A — er=1, C5°(R?)) ¢ essenzialmente autoaggiunto.
Per potenziali atomici pit complessi esiste una generalizzazione del teorema precedente (noto come

teorema di Kato | ]) che permette di ottenere il medesimo risultato per hamiltoniani del tipo

H = —-A+5>7" Vi apatto che {Vi}r=1,..m sia una famiglia di potenziali reali di R3" tali che V} €

Ly (R3™) 4+ Lo (R?™). In questo contesto rientrano ad esempio gli hamiltoniani atomici del tipo

n

H:—I;Ak—Zerzez

k=1 k<t ’r’f - I7|’

dove {ry,...,r,} & un insieme ortogonale di coordinate di R3".
La classe dei “potenziali di Kato” (ovvero delle funzioni reali di Ly + Lo,) contiene una buona

o8



percentuale di potenziale d’interesse in Fisica; ciononostante, un’altrettanto ampia percentuale e tagliata
fuori. Infatti, & convinzione comune che i potenziali descriventi dinamiche “fisiche” sono della forma
Vo(r) o« —r~* dove a < 2: ma V,, € Ly + L & «a < 3/2! Pertanto, non & possibile applicare il
teorema di Kato—Rellich se % < a < 2; esiste perd una versione di tale teorema esteso al caso di forme
quadratiche relativamente limitate, che enunciamo brevemente. Diamo prima la seguente

DEFINIZIONE (FORME QUADRATICHE, SIMMETRICHE E SEMI-LIMITATE) - Una forma quadratica é
una mappa q : Q4 x Q4 — C con Q, = H tale che q(-,1) ¢ antilineare e q(¢,-) ¢ lineare V1), ¢ € Qq; Q,
prende il nome di dominio della forma. Diremo che q é simmetrica se q(1,¢) = q(¢,0) YV, ¢ € Qq,
positiva se q(v,) >0 Vi € Q, e semi-limitata se 36 € R tale che q(, 1) > —6|[v[|* Vb € Q.

La definizione di forma quadratica positiva discende da quella di operatore positivo, ovvero un ope-
ratore (A, D4) tale che (Ax,x) > 0 Vx € Dy. Una prima connessione tra operatori e forme 1’abbiamo
vista col teorema di Riesz per forme sesquilineari: in quel caso, pero, gli operatori erano limitati. Nel
caso di operatori non limitati, invece, esiste un legame meno ovvio del precedente, coinvolgente ora
forme quadratiche, comprensibile solo una volta noti alcuni potenti strumenti di teoria spettrale. Al
momento, possiamo al piti osservare che se A = A*, passando alla “rappresentazione spettrale” di A su
®N | Ly(R, i) (i la misura di Lebesgue sull'n—esimo Ly(RR)), & possibile definire la forma

N
= {¥ntn=1,.. v : n(2))? d i, :
9, {{w =1, N ;/Rxﬂw (x)]?dp <oo}

N
CRDEEDS / 2o (2)n (@) d pin, V1,0 € Q.
n=1 R

Si usa dire che ¢(¢,¥) = (¢, Ay) ¢ la forma quadratica associata ad A ¢ Q, = Q4 ¢ il dominio
di forma dell’'operatore A. Per completezza, enunciamo il teorema descrivente il legame tra semi—
limitatezza di forme quadratiche ed autoaggiuntezza di operatori. Per farlo, dobbiamo estendere il
concetto di chiusura di un operatore al caso di una forma quadratica semi-limitata (¢, Q).

DEFINIZIONE (FORMA CHIUSA) - (g, Qq) € chiusa se Q, é completo rispetto alla norma

1¥l41 = Va@w, )+ G+ D)2, 6 eRT. (4.35)

TEOREMA (FORMA QUADRATICA SEMI-LIMITATA CHIUSA VS AUTOAGGIUNTEZZA) - Se (¢, Qq) € una
forma quadratica semi-limitata e chiusa, allora q € associata ad uno ed un solo operatore autoaggiunto.

Possiamo ora dimostrare il teorema KLMN, un analogo “in forma” del teorema di Kato—Rellich.

TEOREMA (KLMN) - Sia A = A* positivo e (q, Q) una forma quadratica e simmetrica tale che

l2(6,9)| < a{p, Ag) +bllg* V¢ € Da,
cona<1lebeR. Allora 3!C = C* con Qc = Q4 tale che (¢, Cp) = (¢, AY) + q(¢,¢) Vi, ¢ € Q.

Dimostrazione. Sia (v, Q4) tale che v(¢, %) = (¢, AY) + q(¢,v). Per ipotesi sappiamo che —a({¢p, Ap) —
bllol|? < q(é, ¢) < alp, Ap) + b||¢||*: adoperando la disuguaglianza di sinistra, si trova che

1(6,9) = (1 - a)(o, Ag) —bllgl* = —bllg|%,
essendo A positivo ed a < 1: (v, Q¢) ¢ semi-limitata; dalla disuguaglianza di destra, invece, segue che

(1= a){p, Ap) + [I8]* < (6, ) + (0 + D|6]* < (1 + a){e, Ag) + (2b+ D] ],

ovvero 3¢/, 3 € R tali che o' ||¢|| 41,4 < [|@]l+1,4 < B ||@]|+1,4 V¢ € Qa: le due norme sono equivalenti
su Q4. Quindi Q4 (che ¢ chiuso rispetto a || - ||+1,4) ¢ chiuso rispetto a || - ||+1,4 € allora (vy,Q4) &
quadratica semi-limitata e chiusa, percio 3!C = C* tale che v(¢,v) = (¢, CY) Vi, € Qc = Qa. O
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Resta da chiarire perché il teorema KLMN abbia successo laddove il teorema di Kato-Rellich fallisce.
L’ormai evidente analogia tra proprieta di forme quadratiche ed operatori, suggerisce la seguente

DEFINIZIONE (FORMA RELATIVAMENTE LIMITATA) - A = A* positivo e B= B* t.c. Qg D2 Q4 €

|(6, Bo)| < alp, Ap) +bl|o[>, ¢ € Qa, (4.36)

dovea >0 eb e R. Allora B é A-forma—limitato; inoltre, la quantitd inf{b : Ja, € R con |(¢, Bp)| <
alp, Ap) + b(¢, Bp), ¢ € Qa} prende il nome di A—forma—limite di B e se esso & arbitrariamente
piccolo, allora B ¢ A—infinitesimamente—forma—limitato e si scrive B << A.

Quindi, se A = A* positivo e B = B* ¢ A-forma-limitato con a < 1, il teorema KLMN da senso
all’operatore somma A+ B. Attenzione pero, questa definizione puo differire da quella usuale di A+ B:
esistono, infatti, esempi di operatori di siffatta natura per i quali perd D4y N D = {0} | ]

Resta allora da verificare che A = —A e B =V, soddisfano le ipotesi del teorema KLMN per o < 2:
¢ sufficiente dimostrare che V,, << —A per a < 2. Per cominciare, proviamo che se 1 € C§°(R3?), allora

1 2 2
— dr < \Y dr.
[, galolar< [ [voefas
Sia v a valori reali: dunque V(r'/2¢) = r1/2V1) + %r’gﬂwr. Per cui, se r # 0,

1

57"721'1@

2 a(r1/%4))

> _p3/2y L o(r[y?)
- or

_ 1 _ 1 _
V2 = |12V 2y) - + W = s P

(ricordiamo che r = y/x2 + y2 + 22). Dalla precedente segue quanto inizialmente cercato:

1 1 [0 1
[wPars [ Lewpar— [T 8 [ wpandr = [ e

Siano ora ¢ € C3°(R?), a € R* una costante fissata e ¢ € RT tale che r=* < %r~2; allora

I S A SV Lismizdr<a [ (—2ém)dm) dr+— [ |o@)2dr
Lo ar= [ Semrars [ DioeRar<a [ (-asmpamars o [ jowiar

e |<e T

Vista ’analogia con il teorema di Kato—Rellich, ci si puo domandare se esista una classe di potenziali
soddisfacenti le ipotesi del teorema KLMN. Ad oggi si sa che la famiglia dei potenziali di Rollnik
rientra in tal classe: una V € Lo(R3) (dove Lg ¢ lo spazio delle funzioni misurabili) & di Rollnik se

i = [ EE I axay < . (1.37)
m XY

L'insieme Z = {V € Lo(R?) : |V|l# < oo} prende il nome di spazio di Rollnik ed & completo rispetto
alla norma (4.37). Cio che conta & che se V € Z + Loo(R?), allora V << —A e quindi vale il teorema
KLMN; un esempio di potenziale soddisfacente tale ipotesi & proprio r~¢ per a < 2.

I teoremi di Kato—Rellich, Wiist e KLMN sono i capisaldi sui quali si basa la teoria delle per-
turbazioni. Essi hanno un’applicabilita cosi ampia che generalmente nuovi metodi di autoaggiuntezza
vengono testati in quelle situazioni in cui i suddetti non trovano applicazione. Dei criteri perturbativi
alternativi, uno degno di nota ¢ il cosiddetto trucco di Konrady, un mix dei teoremi di Kato-Rellich
e di Wiist che permette di dimostrare l’essenziale autoaggiuntezza di A + B in tre passi: 1) si sceglie
(C,D¢) tale che A + C & essenzialmente autoaggiunto su D C Dy, 2) invocando Kato—Rellich,
si dimostra che A + C + B ¢ essenzialmente autoaggiunto su D, infine 3) si determina b € R t.c.
ICx]| < [(A+ B+ C)x|| + b||x|| Vx € D e si dimostra tramite Wiist I’essenziale autoaggiuntezza di
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A+ B=A+ B+ C—C suD. Questo criterio consente, ad esempio, di dimostrare ’essenziale autoag-
giuntezza su C§°(R) dell’hamiltoniano dell’oscillatore anarmonico unidimensionale H = Hy+q* dove
Hy = p? + g°. Naturalmente, occorre prima dimostrare che (Hp, S(R)) & (quanto meno) essenzialmente
autoaggiunto e per fa cio bisogna ricorrere ad alcune importanti tecniche di Teoria spettrale.

4.7 Prodotto tensoriale di operatori

Concludiamo il capitolo con alcuni aspetti del prodotto tensore di operatori lineari. Siano (A,Da) e
(B, Dp) lineari e densamente definiti in #; il sottospazio D4 @ D ¢ l'insieme delle infinite combinazioni
lineari di vettori della forma x ® y, dove x € D4 ed y € Dg. Definiamo (A ® B,D4 ® Dp) come

(A®B)(x®y) = Ax ® By, Vx €Dy, Vy € Dp. (4.38)

L’operatore (A ® B,Da ® Dg) ¢ lineare e ben definito™; inoltre, se g € Da- ® Dp~, allora ((A ®
B)f,g) = (x,(A* ® B*)g) Vf € D4 ® Dp e quindi Da~ ® D C Diagp)-- Per cui, se A e B sono
chiudibili, allora 5(,4@3)* = H, ovvero A ® B ¢ chiudibile e cosi anche (A ® 1y + 13 ® B,D4 ® Dp).

DEFINIZIONE (PRODOTTO TENSORE DI OPERATORI) - (A,Dy) e (B,Dp) chiudibili. Si definisce prodot-
to tensore di A e B la chiusura dell’operatore A® B su Dy ® Dpg.

Per semplicitd di notazione (e laddove cid non crei confusione), indicheremo con A ® B il prodotto
tensore tra A e B e con A+ B la chiusura di A® 1y + 14 ® B su Dy ® Dpg.

TEOREMA (PRODOTTO TENSORE DI OPERATORI LIMITATI) - (A,Dy), (B,Dg) limitati. Allora
[A® Bl = [|AllB]- (4.39)

Dimostrazione. Sia {e}} una base ortonormale di H, >, , cx ¢(er ® ;) una somma finita di H @ H:
2

2
=5 Senster] < 3141 S el = e
L k )4 k

Si dimostra che I'insieme di tali somme ¢ denso in H ® H e quindi ||[A ® 1y < ||A]|, da cui segue
che |[A® B|| < ||A® 1y|/|1% @ Bl < ||A||||B]|. D’altra parte, preso ¢ € Rt Ix,y € H di norma
unitaria tali che ||Ax| > |[|A| — ¢ ed ||By|| > ||B|| — &: pertanto ||(A ® B)x @ y|| = [|Ax||||By|l >
| A[[IBIl — (|| Al| + || B]|) + €2. Essendo € € RT arbitrario, ¢ |A ® B|| > ||A|||B]|. O

H(A ®13) > criler @er)
k.l

Z cre(er ® ep)
k.l

Veniamo all’autoaggiuntezza. Sia {(Ax,Da, }}_; una famiglia di operatori autoaggiunti (per sem-
plicitdh Ay & la chiuvsura di 1y ® -+ ® Ay ® - - @ 1y su D = ®Dy, ) e P(xy,...,2,) un polinomio a

coefficienti reali di grado ny, in x. L’operatore P(A, ..., A,) ha senso su ®;Dany, essendo Dgnw C D 4o
V¢ < ng. Sipuo allora dimostrare che se (A", D;*°) ¢ essenzialmente autoaggiunto, lo ¢ anche
(P(Al7 oA, DS = ®kD§SS) [ ]. Cid ha come principale conseguenza il seguente

TEOREMA (AUTOAGGIUNTEZZA DEL PRODOTTO TENSORE) - Se {(Ag,D5*®)}i=1,....n SOno essenzial-
mente autoaggiunti, lo sono anche (A1 ® A2 ® - ® A,,, D) ed (A1 + Ag -+ - + A, D**%).

Il teorema precedente puo essere invocato, ad esempio, per dimostrare ’essenziale autoaggiuntezza
dell’ Hamiltoniano di particella libera in seconda quantizzazione. Sia H uno spazio di Hilbert ed #(H)
lo spazio di Fock ad esso associato; sia inoltre (A,D4) essenzialmente autoaggiunto su H. Associamo
a ciascun A di H un operatore o7 di .#(H). Per farlo, consideriamo l'operatore A = A ® 1y ®
@Iyt 1y AR @1y + .. 1y ® 1y ® -+ ® A definito su DY"™; sia quindi Dy C F(H)
I'insieme {x¢,X1,..., }, con x,, € D", tali che x,, = 0 per n > 1. Naturalmente D, & denso in .F(H)

TS % ® v, >°;djx}; ®y}; due rappresentazioni di z € D4 ® Dp = (A® B) }J, cixi ®y; = (A® B) 3_; d;x}; @y}
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nen A con A® = 0: (o, Dy) & ben definito ed
essenzialmente autoaggiunto. Infatti, invocando il precedente teorema, (A(”),Dfn) ¢ essenzialmente
autoaggiunto e quindi R4 ;441 5, € denso in Dy, ovvero (#/, Do) € essenzialmente autoaggiunto. In
particolare, se A & 'operatore di energia libera, allora </ & l'operatore di energia libera in seconda
quantizzazione; in tal caso &/ commuta con i proiettori sugli spazi di Fock fermionici e bosonici, per cui
(| 7. (1), Deor N F¢(H)) sono entrambi essenzialmente autoaggiunti.

essendo D4 denso in H. Definiamo allora & = 3
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5 Elementi di teoria spettrale degli operatori lineari

In questo capitolo descriveremo i principali contenuti della teoria spettrale degli operatori lineari. Come
vedremo, lo sforzo profuso per dimostrare 'autoaggiuntezza o 1’essenziale autoaggiuntezza di un ope-
ratore trova ora coronamento nei teoremi di decomposizione spettrale. Preliminarmente richiameremo
alcuni risultati relativi alle proprieta spettrali di operatori lineari in spazi finito dimensionali e di ope-
ratori lineari limitati in spazi di Hilbert di dimensione arbitraria, per poi estendere la teoria al caso di
operatori non limitati ma densamente definiti.

5.1 Teoria spettrale degli operatori lineari in spazi finito dimensionali

Nel §4.1 si & visto che in spazi prehilbertiani finito dimensionali ogni operatore lineare & limitato ed
¢ rappresentato da una matrice quadrata a valori complessi univocamente determinata dalla scelta
della base. In simili spazi la teoria spettrale degli operatori lineari si riduce quindi alla teoria degli
autovalori ed autovettori delle matrici. Per cominciare, richiameremo alcuni concetti di base.

Sia A € Z(C™,C") ed A € C™*™ la sua matrice rappresentativa: diremo che A € C & un autovalore
di Asedx € C™, x # 0 tale che Ax = Ax, nel qual caso x &€ un autovettore di A associato all’autovalore
A; inoltre, l'insieme M := {x € C" : Ax = Ax} prende il nome di autospazio associato all’autovalore
A e la sua dimensione corrisponde alla molteplicita (o degenerazione) dell’autovalore A.

DEFINIZIONE (SPETTRO ED INSIEME RISOLVENTE DI UNA MATRICE) - L’insieme degli autovalori di A
o(A) ={X € C : Ax = Xx, x € C"} prende il nome di spettro di A, mentre il suo complemento nel
piano complesso p(A) = C\ o(A) ¢é detto insieme risolvente di A.

L’equazione (A — Al,)x = 0 & un sistema omogeneo di n equazioni lineari in n incognite (le
componenti di x € C"); dunque, affinché il sistema ammetta una soluzione non banale, dev’essere

P4(\) := det(A — A,,) = 0. (5.1)

Quest’ultima ¢ nota come equazione caratteristica (o secolare) di A e P4()) € un polinomio di grado
n in A e prende il nome di polinomio caratteristico di A. Inoltre, nel caso in cui A — A1, sia invertibile,
¢ possibile introdurre 'operatore lineare e limitato (vedi §4.1 per le proprieta dell’inverso)

RA(A) = (A= A,) 7 (5.2)

che, per la sua utilita, prende il nome di operatore risolvente di A o, semplicemente, risolvente di A.
Come vedremo nel seguito, R riveste un ruolo centrale nella teoria spettrale degli operatori lineari.
Possiamo allora osservare che, in spazi finito dimensionali, lo spettro di un operatore lineare e
costituito dalle soluzioni dell’equazione (5.1) o, equivalentemente, dall’insieme dei A € C tali che A—A1,,
non & invertibile. Inoltre, dal teorema fondamentale dell’algebra segue immediatamente il seguente

TEOREMA (SPETTRO DI MATRICI) - A € C"*™ ha almeno un autovalore ed al pit n autovalori distinti.

Lo spettro di A € Z(C",C"™) non dipende dalla scelta della base. Infatti, se A, A" € C™*™ sono
rappresentative di A in due basi distinte, allora 3S € C**™ invertibile t.c. A’ = SAS™!, per cui

det(A' — AL,) = det(SAS™" — AL) = det (S(A — AL,)S™") = det(A — AL,),
ovvero o(A) = o(A’). Di conseguenza, in spazi finito dimensionali o(A4) # 0.
TEOREMA (INDIPENDENZA LINEARE) - Ad autovalori distinti corrisp. autovettori lin. indipendenti.

Dimostrazione. Sia A € Z(C",C") ed {Xy}r=1,...m l'insieme degli autovettori associati agli autovalori
{Ak}k=1,....m, tutti distinti. Supponiamo che valga la relazione ZZ;I cxXy = 0; occorre dimostrare che
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¢, =0per k=1,...,m. A tal fine, applichiamo m — 1 volte 'operatore A ad ambo i membri, sicché

m .
ch)\flxkzo, j=1,...,m.
k=1

,,,,,

IED VRN ¥ D Vi
[P PP AR Vi

VO, )= 00 s detVOL A = [T )
i /\: AZQ ) )\”i‘l s

Poiché det V(Ay, ..., A\pm) # 0 si ha che V(Aq, ..., \y) & invertibile e quindi ¢y =0 per k=1,...,m. O

Come corollario segue naturalmente che se A € Z(C",C") e dim(c(A4)) = n (tutti gli autovalori
sono distinti), allora I'insieme degli autovettori di A forma una base di C". In tal caso, si usa dire che A
¢ diagonalizzabile, nel senso che A = diag(A1, ..., \,) nella base dei suoi autovettori. Questa forma
diagonale semplifica notevolmente le espressioni relative alle funzioni di operatori; infatti, se f: C — C
¢ analitica su un opportuno dominio ed A = diag(\1,...,\,), allora™ f(A) = diag(f(A1),..., f(An)).
Tuttavia, non tutti gli operatori sono diagonalizzabili ed in tal caso si pone il problema di come definire
f(A). Un modo possibile (e pitt comodo rispetto a quello maggiormente adoperato delle serie di potenze)
¢ quello di stabilire una formula simile a quella di Cauchy.

DEFINIZIONE (FORMULA DI RIESZ-DUNFORD) - Sia A € £ (C",C") ed f : D C C — C una funzione
analitica definita regolare su un dominio D contenente un aperto U (non necessariamente connesso) di
cui gli autovalori di A siano punti interni. Indicando con OU la frontiera di U (intesa come curva di
Jordan orientata in senso antiorario), si definisce allora

flA) = ! jgu(m — AN A (5.3)

T 2m

Dalla formula di Riesz—Dunford seguono alcune importanti proprieta. Cominciamo dal seguente’®

LEMMA (IDENTITA DI HILBERT) - Sia A € £(C™,C"), u, X € p(A). Vale allora l'identita di Hilbert

_ R(A)Ru(4)
Dimostrazione. Detto 7,,(A) = (AL, — A) si ha che 7,(A)R,(A) = 1, dunque R\(A)Ru(A) = R\ (A)
(Ra(A) T (A)) = (RA(A)T(A)) R (A) = Ra(A) (Tu(A) = T (A)) Ru(A) = —(A = )R (A) R (A). O
TEOREMA (PRODOTTO DI FUNZIONI) - Sia A € Z(C",C") ed f1, f2 : C— C t.c. vale la (5.3). Allora
FiA) Fa(4) = Fifa(A). (5.5)

Dimostrazione. Siano rispettivamente Uy ed Uz i due insiemi (non necessariamente connessi) dei domini
di definizione di f1 ed f5 contenenti o(A). Supponiamo che QU sia propriamente contenuto in 9Us: allo-

ra f1(A)f2(A) = ﬁ b0t $o0s, Ra(A) Ry (A) f1(A) f2(N') d Ad X' Tenendo presente la rappresentazione
integrale di Cauchy, 'identita (5.4) ed applicando due volte il teorema di Cauchy, si ha

I PO s f o d A syl 7
hh= (2m)? [ ouy AR ouy A — N ard oUs )R ouy A— N AAAX] =il
N —
—2mafa(X) 0

75La notazione fsta a distinguere tra I’applicazione f : C — C e 'applicazione f: Z(C™,Cc") —» L(C",CM).
"6Diversamente dalla definizione (5.2), adopereremo in questo contesto I’espressione ®y (A) = (A1 — A)~!; naturalmente,
le due definizioni sono equivalenti e la scelta della (5.2) serve ad uniformarsi con gli argomenti esposti nei prossimi paragrafi.
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avendo osservato che, nel secondo integrale, A\ & esterno al cammino d’integrazione. O

Affrontiamo ora il problema relativo alla diagonalizzabilita di A € Z(C",C") ed alla decom-
posizione spettrale. Siano {A;}r=1.. . autovalori distinti di A ciascuno con molteplicita rj t.c.
>k i = n; dunque P4(N) = det 7y (A) = [];—, (A= A\g)"*. Tenendo presente la formula d’inversione per
matrici non singolari, troviamo che gli elementi del risolvente sono del tipo (LRA(A))U, ~ %{/\), ovvero
sono funzioni razionali di \ aventi poli di ordine < r; nei punti dello spettro. Ma f : C — C & definita
analitica su U e puo quindi essere sviluppata in serie di Taylor attorno a ciascun autovalore; pertanto,
indicando con QU la frontiera di ciascun intorno di A e tenendo presente che fau => fa U si trova

7k 1f(g ()\k) B m rp—1 (g)
mzji 2 - ngg (A4).

e 0
In definitiva, possiamo affermare che se f : C — C ¢ analitica su un dominio contenente propriamente
o(A) ed A € Z(C™,C") ha spettro o(A) = { A\t }r=1,..,m con dimM,, < rp, risulta essere

TXx— lf()

=2 >

AEG(A) £=0

E“ (A)  dove EL(4):= zim Ry (AN = NdN.  (5.6)
OUx

Grazie alla precedente espressione, ¢ possibile dimostrare la seguente corrispondenza tra f ed ]? sia
A e Z(C",C") ed f(A) = A™, allora f(A) = A™. La dimostrazione segue banalmente dal teorema
sul prodotto di funzioni; tuttavia, offre uno spunto come applicazione della formula di Riesz—Dunford.
Cominciamo con il caso m = 0:

1 1 A\ HdA
— ¢ M—-A)ldr=_—— 1-=) =5
21 Jou 21 Jou A A
27

scegliendo come frontiera una circonferenza centrata nell’origine di raggio R, l'integrale i o (I —
A/Re=)~1d @ non dipende da R; nel limite per R — oo si ha che 1 = fau()\]l — A)~td) =
D oreo(A) Ex(?(A). Analogamente, si trova A = D oreo(A) (/\IE,\(O) (A) + IE,\(l)(A)) ed in generale

A™ = Z ()\mIE(AO)(A) +m/\m’1IE(A1)(A) +~~+m!1E(Am)(A)>_
A€o (A)

In definitiva, la precedente espressione ci porta alla seguente identita, valida per ogni polinomio 2(\):

T 1 ( )
= > i z (A). (5.7)
A€o (A) £=0

Gli op. Eg\e) godono di un’importante proprieta (per semplicita ne omettiamo la dipendenza da A).
TEOREMA (PROPRIETA DEGLI OPERATORI Ex®)) - Siano ]EE\Z) definiti come in (5.6). Allora
EVES) =5, vET, (5.8)

Dimostrazione. E( )IE(,) (2#)2 $ous b0y ReRer (2 — N)E(2' — M) dzd 2 dunque, dalla (5.4), &

/ 1 2 =\ / z—N)¢
EVE) = 2[ WRZ(Z—A)fjgw(z,)dz’der aqz/(z’—x)f?g =N Gy

2m —z / z—z
( ou u

* ko

Per A # X gli integrali * e x* sono nulli, essendo le singolarita esterne ai cammini d’integrazione, mentre
per A = )\, scegliendo U C U’, si ha che #* & nullo, mentre * = 2m1(z — \)*, da cui segue la (5.8). [
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Di conseguenza, gli operatori & ,\(L]) sono dei proiettori e sono tutti esprimibili come potenze del caso
¢ =1 (ovvero E,\© = []EA(I)]Z); per cui, posti Py = Ey(?) ed E, = E,, lo sviluppo (5.6) diventa ora

~ eSO
i) = Z)(ﬂmm > et 5.9)

A€o (A

Come casi particolari, ritroviamo due espressioni di uso comune in Meccanica Quantistica:

1= Z P, A= Z (AP +Ey), (5.10)
)

A€o (A Ao (A)

note rispettivamente come relazione di completezza e decomposizione spettrale dell’'operatore A.

Quest’ultima, in particolare, mostra la possibilita di esprimere un generico operatore lineare in uno spazio

finito dimensionale come sovrapposizione di proiettori sugli autospazi associati ai propri autovalorsi.
Possiamo ora dimostrare il teorema generale sulla diagonalizzabilita.

TEOREMA (DIAGONALIZZABILITA) - Sia A € £ (C",C™). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(1) A ¢ diagonalizzabile, ovvero ammette una base di autovettori;

2) il proiettore By = O, VX € 0(A);

(2)
(3) tutti gli elementi di R\(A) hanno al pit poli del primo ordine;
(4)

A soddisfa un’equazione algebrica con tutte radici semplici.

Dimostrazione. Verifichiamo che (1) = (4) = (3) = (2) = (1). Sia A diagonalizzabile, dunque
A € C™*™ & una matrice diagonale a blocchi del tipo A = diag(A 1y, ,..., A1y, ). Di conseguenza
(A= M1,)(A = X1,) - (A= An1,) = O, in quanto ogni fattore presenta un blocco nullo lungo la
diagonale principale e quindi A € .Z(C",C™) soddisfa un’equazione algebrica ((1) = (4)). Se cio ¢
vero, allora ®(A) = [[,(A — Ax1,) = O,, con tutti i Ay distinti e quindi

1 (WL, — B(A)
() AL, — A

Ma w ¢ un polinomio in A e quindi le uniche singolarita vengono da ®(\) e dunque si tratta
di poli semplici ((4) = (3)). Di conseguenza, dalla definizione (5.6) si trova che Ey = O, VA € 0(A)

((3) = (2)) e quindi la decomposizione di A € £ (C",C™) & data dall’espressione
A= > AP, (5.11)
A€o (A)

Secondo la relazione di completezza, ciascun x € C™ si decompone nella forma x = 3 Aeo(A) P x e, dalle
espressioni (5.11) ed (5.8), segue che AP x = 7,4y APy Pix = AP x. Per assurdo, supponiamo
che gli autovettori {aj}r=1,..m di A non formino una base, e cio¢ che esista x € C™ linearmente
indipendente dai precedenti e tale per cui {ay }x=1,. m U{x} sia una base di C". Ma x = Z)\EU(A) Pyx
ed ¢ quindi esprimibile come combinazione lineare di {ay }x=1,....m, contrariamente a quanto assunto. [

5.1.1 Operatori autoaggiunti, unitari e normali

Restringiamo ’attenzione a tre classi di operatori lineari per le quali esiste un teorema di diagonalizza-
bilita molto semplice. Partiamo dagli operatori autoaggiunti e cominciamo con il seguente

TEOREMA (SPETTRO DI OPERATORI AUTOAGGIUNTI) - A € Z(C",C") ed A= A*. Allora o(A) CR.

Dimostrazione. Sia Aa =aa = a(a,a) = (a, Aa) = (A*a,a) = (Aa,a) =a(a,a) < a € R. O
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Sia A € Z(C™,C™) autoaggiunto e supponiamo ora che Im > 1 tale che (A — al)™a = 0: allora
(A —al)™'a = 0 in quanto ||(A — al)al|? = ((A — al)™ 2a,(A — al)™a) = 0 (essendo a reale) e,
procedendo ricorsivamente, (A —al)a = 0. Dunque, il polinomio minimale (ovvero il polinomio di grado
minimo tra tutti quelli per cui P(A) = O) di un operatore autoaggiunto ha tutti i fattori semplici ed
A ¢ diagonalizzabile nella base degli autovettori (teorema di diagonalizzabilita, punto (4)); inoltre, se
a,a’ € C" sono autovettori appartenenti ad autovalori distinti a,a’ € R di A, si ha che

(a —d'){a,a’) =ala,a’) —d'(a,a’) = (Aa,a’) — (a, Aa’) = (Aa,a’) — (Aa,a’) = 0.

Quindi gli autovettori di A formano una base ortogonale. Viceversa, se esiste una base ortogonale di
C™ nella quale A = diag(cq,...,¢,) con ¢ € R per k =1,...,n (non necessariamente autovalori di A),
allora A = A*; infatti, presi x,y € C" si ha che (AX,y)cr = Y p_y Traryr = (X, Ay)cn. Quanto appena
osservato costituisce il contenuto del seguente

TEOREMA (DIAGONALIZZAZIONE DI OPERATORI AUTOAGGIUNTI) - Sia A € Z(C™,C"). Allora A = A*
& esiste una base ortogonale nella quale A é rappresentato da una matrice diagonale con elementi reali.

Per la classe degli operatori unitari, la proprieta di diagonalizzabilita € simile alla precedente.
TEOREMA (SPETTRO DI OPERATORI UNITARI) - U € Z(C",C") unitario : o(U) ={z€ C : |z| = 1}.
Dimostrazione. Uu =uu, u € C; UU* = U*U =1 = |u|*(u,u) = (U*Uu,u) = (u,u) & |u|=1. O
TEOREMA (DIAG. DI OPERATORI UNITARI) - U € Z(C",C") unitario = U diag. in base ortogonale.

Si e cosi scoperto che 'unica differenza tra la operatori autoaggiunti ed unitari ¢ legata allo spettro:
nella prima classe esso giace sulla retta reale, mentre nella seconda sulla circonferenza di raggio unitario.
Cio si ricollega a quanto osservato in relazione alla trasformata di Cayley, ovvero alla possibilita di
determinare una funzione che trasformi la retta nel cerchio e quindi operatori autoaggiunti in unitari.

Operatori autoaggiunti ed unitari sono in realta casi particolari di operatori normali. Vogliamo
mostrare che la condizione di normalita [N, N*] = O ¢ necessaria e sufficiente affinché N € .£(C",C")
sia diagonalizzabile in una base ortogonale. Dimostriamo prima il seguente

LEMMA (OPERATORI COMMUTANTI) - Siano A, B € £ (C",C"), con [A, B] = O. L’autospazio M, é
B—invariante e quindi due operatori commutanti hanno almeno un autovettore in comune.

Dimostrazione. Aa = aa, per cui A(Ba) = B(Aa) = aBa e quindi a € M, = Ba € M,. Inoltre
B e £ (M,,C") e dunque ammette almeno un autovettore in M,. O

Inoltre, per operatori autoaggiunti commutanti vale il seguente teorema, noto in Meccanica Quantistica.

TEOREMA (AUTOAGGIUNTI COMMUTANTI) - Siano A,B € Z(C",C") autoaggiunti. Allora A e B
commutano se e solo se ammettono una base di autovettori in comune.

Dimostrazione. Sia [A, B] = O, dunque 31 € C" t.c. A1 =a;1 e B1 = b;1. Il sottospazio S; = {1}+
¢ invariante rispetto ad entrambi gli operatori e quindi A, B sono autoaggiunti e commutanti su S; ed
hanno almeno un autovettore 2 in comune in S;. Procedendo ricorsivamente si ottiene una base comune
ortogonale. Viceversa, se A, B € Z(C",C™) ammettono una base comune ortogonale di autovettori,
allora A, B hanno matrici rappresentative diagonali, le quali commutano per costruzione. O

Possiamo quindi dimostrare il seguente teorema di diagonalizzabilita per operatori normali.

TEOREMA (DIAG. DI OPERATORI NORMALI) - A € Z(C",C") diag. in base ortogonale < [A, A*] = O.
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Dimostrazione. A diagonalizzabile in una base ortogonale, allora A = diag(ay, ..., a,) ed A* = diag(ay,

., @p); di conseguenza [A, A*] = O,, ed A & normale. Viceversa, sia A normale e siano A; = A + A*
ed Ay = 1(A — A*); evidentemente A; ed Ay sono autoaggiunti ed [A;,A2] = O, quindi ammet-
tono una base ortogonale di autovettori in comune (teorema “autoaggiunti commutanti’). Allora
Ay = diag(aq1, ..., a1,) ed Ay = diag(ass, ..., a2,); di conseguenza A = %(Ag +14,) = diag(%(agl +
1a11), - - - %(agn + zaln)) ed A & diagonalizzabile in una base ortogonale. O

5.1.2 Funzioni di operatori commutanti e non commutanti
A conclusione della sezione, vediamo come definire una funzione di piu operatori.

Cominciamo dal caso di n operatori mutuamente commutanti: sia {A1,..., Ay} un insieme di ope-
ratori autoaggiunti t.c. [Ay, A}] = Oed Ay =3, DL AP decomposizione spettrale di ognuno di
essi. E immediato verificare che tutti i P;¥) commutano a due a due e, di conseguenza, che gli operatori

Pi iy = PUPP P (5.12)

soddisfano 'equazione Py, ;, Py i = 611,1-/1 o0, P ovvero sono dei proiettori ortogonali.
Sia quindi f : C" — C una funzione di pitt variabili: la decomposizione spettrale degli Ay ed i proiettori
(5.12) consentono di introdurre 'applicazione f(A4i,...,4,) : Z™*(C™,C") —» Z(C™,C™) definita
come

U yeeesln?

FlAL Ag A = DT Fi g A )P (5.13)

91,82,..0y0n

Funzioni di operatori commutanti s’incontrano di frequente, specialmente in relazione alla seguente

DEFINIZIONE (INSIEME COMPLETO DI OPERATORI COMMUTANTI) - Gli operatori autoaggiunti { Ay, . ..,
Ay} formano un insieme completo di operatori in commutazione (abbr. 1.C.0.C.) se e solo se
ogni Py, 4,4, € Uoperatore nullo o proietta su un sottospazio monodimensionale.

Operativamente, il termine I.C.O.C. viene adoperato in Meccanica Quantistica per identificare un
insieme completo di osservabili compatibili, dove il termine “compatibile” ¢, in effetti, un modo pratico
per affermare che gli operatori associati alle osservabili in questione commutano a due a due. Infatti, a
fronte del principio di indeterminazione di Heisenberg, se due osservabili sono rappresentate da operatori
commutanti, allora I'indeterminazione dell’'una ¢ indipendente dall’indeterminazione dell’altra, ovvero
una misura di una delle due osservabili non ha effetti sulla misura dell’altra e viceversa (da cui il
termine “compatibile”). Si intuisce, allora, 'importanza che pud avere (quanto meno teoricamente) la
determinazione di un I.C.O.C. per un determinato sistema fisico S.

TEOREMA (I1.C.O.C.) - Gli operatori autoaggiunti {Ay, ..., An} formano un I.C.0.C. se e solo se ogni
operatore B € £(C™,C") autoaggiunto t.c. [Ag,B] =0 perk=1,...,n ¢é funzione di {A;,...,A,}.

Dimostrazione. {A1,...,A,} 1.C.0.C., allora per ogni scelta degli autovalori ay, esiste al pitt un autovet-
tore a(il(l), . ,in(")) e, per via della commutativita di B € £ (C™, C") con ciascun Ag, si ha Ba(il(l),

i ™Yy =0 W, ™)a( W)L i, ™). Ma B = B*, quindi b(i, Y, ..., i,,(™)) definisce B come
funzione B =3, o) ; b(ir Y, ... >in(n))]Pn(l),...,in(m =b(Ay,...,A,). Il viceversa & immediato. [

Di particolare interesse in Meccanica Quantistica (specialmente in relazione alle applicazioni di Teoria
dei Gruppi e di Teoria delle Rappresentazioni) sono i cosiddetti insiemi irriducibili di operatori.

DEFINIZIONE (INSIEMI IRRIDUCIBILI DI OPERATORI) - L’insieme {Ag}r=1,. n forma un insieme ir-
riducibile di operatori se non esiste alcun sottospazio Ay—invariante.

In questo contesto si colloca un lemma di grande utilita nella applicazioni di Teoria dei Gruppi.

LEMMA (SCHUR) - {Ag}tr=1,. n irriducibile e B € £(C",C") t.c. [B,Ag] = O. Allora B x 1.
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Dimostrazione. Sia b un autovalore di B # O ed M, 'autospazio ad esso associato; B commuta con
ciascun Ay, per cui My & Ajp—invariante; ma {Ay}x=1,._, € irriducibile e quindi B = bl. O

Un tipico esempio di insieme irriducibile di operatori ¢ dato dalle matrici hermitiane J;, J3 rapp-
resentanti gli operatori associati rispettivamente alle componenti lungo # e Z del momento angolare J
di una particella con spin 1: la commutazione di B € C**3 con J3 = diag(1,0,—1) impone la forma
diagonale B = diag(b11, bas, b33) e la commutazione con J; la proporzionalita con la matrice identita:

0 1 0 b11 O 0 b11 O 0 01 0
1 0 1 0 boo 0 — 0 boo 0 1 0 1] = (Dg < bi1 = by = b33.
0 1 0 0 0 b33 0 0 b33 01 0

L’argomento finora esposto si complica qualora si voglia dar senso a funzioni di operatori non
commutanti, molto frequenti nelle applicazioni in Meccanica Quantistica e Teoria dei Campi. Senza
pretesa di discutere il problema nella sua generalita, riportiamo alcune formule di uso comune.

(ForMULA DI LIE) - Siano A, B € Z(C",C"): vale allora la formula di Lie

eATB — nlgr;o (eA/”eB/”) . (5.14)
Dimostrazione. Preliminarmente, osserviamo che A™ + B" = Z;é A*¥(A — B)B"*~1. Siano quindi
S, = et AtB) o T, = (et4e!P), allora
n—1 n—1
IS =Tl = || > SE(Se = THTP 1| < D UISell*I1Se = Tl T
k=0 k=0

<nmax(||Se|l, |Te N 1Sn = Tnll < nl|Se — Ty et TAIFIBD,

dal momento che ||S,,||, ||| < etUAIFIBIDTT, Qaltra parte

tn N tn-‘rk " ok t2 3
S-Ti=D SA+B)"— > —A"BY = S [B.A] + O(t").
neNp n,kENp
Dunque, posto t = 1/n, troviamo che lim, o, n||S, — T, || = 0, da cui segue la (5.14). O

(LEMMA DI HADAMARD) - Siano A, B € Z(C",C™). Vale allora l'identita di Hadamard

e Be™'4 = B4 t[A, B] + ;—2![14, [A,B]] + - + g [A,[A,...,[A,B]...]] (5.15)

n volte

Dimostrazione. Sviluppando gli esponenziali e raggruppandone i termini di ordine A", si trova (¢t = 1)

C A"B A"1BA BA"] N (n
ABe=4A = zn =l _ (=) — _\k gn—k p gk
Bet=D C"—”[ W mopm TN ] kz_o<k>( VAT BAT.

n€Ny

Occorre dimostrare che C,, = [A,Cp_1]. Si pud procedere per induzione: naturalmente Cy = B e
Cy = [A, BJ; supposto che la (5.15) sia vera per n, per n + 1 dev’essere Cy,11 = [4, C,] ed infatti

n n+1
[A7Cn} = Z (n) (_1)kAn—k+lBAk + Z ( n >(_1)kAn—k+1BAk = A"MB 4 (_1)n+1BAn+1
k=1

k k—1
k=0
- n n L rn +1
k qgn—kp ak _ k qgn—k gk _
+Z{<k)+(k_l>}(1) A"*BA Z( X >(1) AVFBAF = Cpyq,
k=1 k=0
avendo adoperato la proprieta del coefficiente binomiale (}) + (,",) = ("1). O

77Si ricordi che, per operatori limitati, valgono le seguenti proprieta: |AB|| < ||A|||B] e ||A+ B|| < ||Al| + || B].
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Come corollario si ha che Vf : C — C t.c. esista f(B) vale I'identita e!4f(A)e~t4 = F(B +
[A,B] +...). In letteratura matematica, ed in particolare in Algebra, si adopera spesso la notazione
ada(B) := [A, B], dove il simbolo "ad 4 “ sta ad indicare la rappresentazione aggiunta dell’algebra di Lie.
In termini di tale simbolo & evidente che ad%(B) = ada(ada(B)) = [A,ada(B)] = [4,[A,B]] = C; e
quindi la relazione (5.15) si riscrive elegantemente come

— t"ad’} (B .
etABe—tA — Z anif?() — etddA (B) (516)
k=0 )

Consideriamo infine la seguente relazione, nota come formula di Baker—Campbell-Hausdorff,
la quale mostra esplicitamente che se [A, B] # O allora eAt5 £ eAeB.

(ForMuULA DI BAKER—CAMPBELL-HAUSDORFF) - Siano A, B € Z(C",C"). Allora

eAeB — pA+B+3[ABl+15[A A Bll+ % [B,[B,All - 51 [A,[B,[A,B]]]+... (5.17)
Dimostrazione. Non dimostriamo la formula nella sua generalita (per la quale occorrono nozioni di Teoria
dei Gruppi), ma nel caso in cui A e B commutano con [A, B]. Sotto questa condizione la (5.17) diventa
In (e?e?®) = A+ B + 1[A, B]; possiamo allora adoperare la formula di Lie e I'identita di Hadamard:

n n
. A B A B A B B om . B 5 AB
eATB = lim enenenen ...enen = lim Il ( noen )eA: lim Ilen ”6"2[ Bloa
n—oo n— oo n—oo

._.

b
Il

—

nvolte k

. 1 . 1 _ 1 1
— eBeA hm en? [A7B] Ek:l — eBeA hm ez [AvB] 277, [AvB] — eBeAe bl [AvB] .
n—oo n—oo

A

Moltiplicando ambo i membri a sinistra per e ed a destra per e=4, si trova l’espressione

A B YAB] _ A A+B,—A _ JA+B+[AA+B]+... _ ,A+B [A.B]

1
e“e’e? A+B — ABez(4.B] O

= e
Spesso si adopera la formula “duale” della (5.17), nota come formula di Zassenhaus:

GHA+B) _ tAtB —51[A,B] 5 (A,[A,B]|+2(B,[A,B])) ,— 4 ([A,B], A, A|+3[A,[B,[A, BI||43[[4,B],B,B]) (5.18)

Naturalmente, se A e B commutano con il proprio commutatore, la (5.17) segue banalmente dalla
Baker—Campbell-Hausdorff, tuttavia la dimostrazione della formula generale non ¢ immediata. A titolo
di curiosita, si osservino i coefficienti che compaiono nella (5.16): essi sembrano essere legati ai numeri
di Bernoulli. In effetti, due forme equivalenti della Backer—-Campbell-Hausdorff sono le seguenti:

adA

B+0O(B?% (5.19)

1
adge
In (eAeB) = A+ (/0 \I/(adAtadB)dt>B = In (eAeB) =A+ 7(33;; —

dove, nella prima rappresentazione, & coinvolta la funzione generatrice per i polinomi di Bernoulli

zlnzx (1—x)"
U(r)=— =1 —Z CEEIR (5.20)

Si noti, infine, che W(e®) =3 B’;I—ff, dove B,, indica I'n—esimo numero di¢ Bernoulli.

Esempi

o DUE APPLICAZIONI DELLA FORMULA ]/D\I RI1ESZ-DUNFORD
Si determini la matrice associata ad f(o1) = €', dove oy rappresenta la prima delle matrici
di Pauli. Possiamo adoperare la formula di Riesz—Dunford; per farlo osserviamo che ®.(o1) =
(zlg—0q)"t = mCof( 2(0))", dove Cof (Z.(c)) indica la matrice dei cofattori associata a
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7.(01). Essendo Cof(A); ; = (—1)"7 det (Min(A, 4, j)), dove Min(A4, i, j) rappresenta il minore di
A ottenuto eliminando da A 1’i—esima riga e la j—esima colonna, si trova che

v =5 (7 1)

Inoltre o(01) = Z2 ed f(z) = €"* & regolare ed analitica su tutto C: possiamo allora scegliere
come dominio U il sottoinsieme di C tale che U = {z € C : |z| = 2}; in questo modo

eztal _ L% e* z 1 dz = I (Ul) 12(01)
2m Ji=o 22 =1\ 2 (o) L(o1))’

Occorre allora calcolare gli integrali

1 Zeztz 1 eztz
I = — —d I = — d
(o) 211 Jipjmp 22 — 1 : 2(01) 2m 7{4_2 2197

per i quali si puo applicare il teorema dei residui™: infatti, z = £1 sono poli semplici di entrambe
le funzioni integrande, per cui I (01) = cost ed I(o1) =sint e quindi

oy [ COSt  usint
e = . .
1sint  cost

Allo stesso modo, possiamo determinare la matrice associata ad f(J;) = "1, dove

0 — O
Ji=12 0 —
0 = 0

Procedendo come prima, si trova che o(J;) = {—v/2,0, +v/2} e dunque

1 itz 22 -1 —uz -1 Is— 11 —ulp -
et — £ 12 22 —1z |dz= 1 I —1
C2m 23 — 22 B 2 ) ’

|z]=2 -1 w2 —1 —I ity Iz— 1

In tal caso, si trova che I; = $[cos(v2t) — 1], I = o sin(v/2t) ed I3 = cos(v/2t) ed, in definitiva,

Llcos(V2t) + 1] % sin(v2t)  3[1 — cos(v/2t)]
et = —% sin(v/2t) cos(v/2t) % sin(v/2t)
111 — cos(v/2t)] —% sin(v/2t)  $[cos(v/2t) +1]

o UN ANALOGO FINITO DIMENSIONALE DEL TEOREMA DI STONE
Sia A € Z(C",C") autoaggiunto ed U = €. Proviamo che U & unitario. Un modo possibile di
procedere & quello di determinare ’espressione di U*: essendo A = A*, si trova che

7 —1)" —)" n —1
ey = Y E a4 axy = 3 Ty = ey
n€Ng ) n volte n€Ng )

Pertanto U* = e™*4, da cui UU* = ¢*te 4 = 1 = e = U*U.

"8Ricordiamo che il teorema dei residui afferma quanto segue: se f : D C C — C & ovunque analitica ad eccezione di
un insieme di punti singolari isolati {ax}r=1,....n € s¢ G C D tale che d G non contiene singolarita, allora

]{ f(z)dzzQﬂzXn:Res(f,ak), Res(f, ax) := f(z)d=
oG k=1

2m {zeC:|z—ay|=r}CG

In particolare, se a € un polo di ordine m, allora il residuo di f ad essa associato sara dato dall’espressione

[(z = ar)™ f(2)]-

dmfl

Res(f,ax) = (m —1)! zligllk dzm—1
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o AUTOVALORI DI UNA MATRICE TRIDIAGONALE
In molte applicazioni in Fisica, capita di imbattersi in hamiltoniani la cui componente cinetica e
rappresentata da una matrice tridiagonale. Ad esempio, sia A € R™*™ tale che

A -1.0 0 0 - - 0
-1 X -1 0 0 - --- 0
o -1 x -1 0 - - 0
T(A) =M — A= o 0 -+ —-1 X =1 --- 0
o o - - 0 -1 Xx -1
o o - - 0 0 -1 A

(Si noti che A & un caso particolare di matrice tridiagonale avente diagonale principale compos-
ta da zeri.) Determiniamo o(A) e per farlo indichiamo con A, = det (73(A)): sviluppando il
determinante secondo la prima riga, troviamo la seguente equazione alle differenze finite:

A=Ay 1 — Ao, (5.21)

dove Ay, indica il determinante associato ad una matrice avente la stessa forma di A, avente ora
k righe e k colonne. Come per le equazioni alle derivate ordinarie, risolviamo la (5.21) cercando
soluzioni del tipo A,, = e"®: sostituendo nella (5.21), si trova e?* — Xe® + 1 = 0 per cui e* =
iX£1V/AZ — 4. In definitiva, posto A = 2cos 0, si ha che e* = e*'? e quindi A, = Ae*"? + Be="?,
con A, B € C da determinarsi: occorre allora risolvere il seguente “problema di Cauchy”

An — Aezné +B€—1n0’

_ 1 sin ((n +1)0
Ay =) =2cos, — A=B=——— =— An:M~
2¢sin fe—*Y sin 6
Ay =X —1=4cos?26 -1
Pertanto A, =0 < 0 = nm—fl con m=1,2,...,n (essendo lo spazio finito dimensionale), ovvero

U(A){)\GR : )\QCOS(Tr—L:Tl),ml,Q,...,TL}.
n

Un tipico problema nel quale compaiono matrici che richiedono uno studio simile a quello appena
mostrato e legato alla determinazione dei modi normali di n—oscillatori armonici unidimensionali
accoppiati mediante forze elastiche ed aventi estremi fissati. In tal caso, ’hamiltoniano del sistema

¢ H=K+Vdove K=133" miZeV = %Z?ill(zj — xj-1)% e le n—equazioni del moto

md; = k(x;—1 — 2x; + x;41) possono essere riscritte in forma matriciale come
- A -1 0 0 o - - 0 .
xl -1 X -1 0 0 - - 0 xl
2 0 -1 X -1 0 - - 0 2
d? ' I : e : ' ‘2
x;—l 0 0 -« -+ 0 -1 X -1 x;—l
" 0 o --- --- 0 0o -1 X "

Il sistema ammette soluzioni non banali se det(2) = 0 e gli autovalori appartenenti a o(€Q) ed
ottenuti risolvendo l’equazione caratteristica, forniscono proprio i modi normali di oscillazione

w = 24/k/msin (7%”1) conm=1,2,...,n"7.

798Si noti che per n molto grandi, o(Q2) tende allo spettro delle frequenze di una corda di violino, ovvero a multipli interi
della frequenza fondamentale w ~ 2 k/mni+1

72



5.2 Teoria spettrale degli operatori lineari

In spazi infinito dimensionali, la teoria spettrale degli operatori lineari si complica rispetto al caso
finito dimensionale: le proprieta dello spettro dipendono ora non solo dall’operatore, ma anche dal
suo dominio di definizione, il che suggerisce di studiare separatamente classi di operatori con proprieta
spettrali comuni. In questa sezione ci occuperemo di operatori lineari limitati su spazi di Hilbert®® di
dimensione arbitraria. Una prima, peculiare caratteristica ¢ contenuta nella seguente

DEFINIZIONE (SPETTRO PUNTUALE, CONTINUO E RESIDUO) - Sia (A,D4) € B(H,H) densamente
definito, H di Hilbert ed Ry(A) = T, ' (A) = (A— A1)~! il risolvente associato ad A. Diremo che A € C
¢ un valore regolare di A se Ry esiste (Rq), & limitato (Rs) ed é densamente definito (Rs). L’insieme
p(A) dei valori regolari di A é detto insieme risolvente di A ed il suo complemento o(A) = C\ p(A),
lo spettro di A, é composto dai valori spettrali di A. Inoltre, se A € o(A), diremo che

e \ € 0,(A), ovvero appartiene allo spettro puntuale (o discreto) di A, se Ry non esiste;
e A€ o.(A), ovvero app. allo spettro continuo di A, se Ry esiste, é dens.def. ma non & limitato;

e )\ € 0,.(A), ovvero app. allo spettro residuo di A, se R\ esiste ma non & dens. definito®!.

In definitiva, le condizioni precedenti possono essere riassunte nella seguente tabella.

A appartiene a | Proprieta soddisfatte | Proprieta non soddisfatte
p(4) (R1) (R2) (Rs)
op(A) (Ru1)
oc(A) (Rq) (Rs) (R2)
or(A) (R1) (Rs)

Si noti che in spazi finito dimensionali o.(A) = @ = ¢,.(A); in spazi infinito dimensionali, invece, non
tutti © valori spettrali sono autovalori dell’operatore (come mostra uno degli esempi discussi al termine
della sezione). Va poi osservato che i quattro insiemi riportati in tabella sono disgiunti, ovvero

€ = o) Uo(4) = o) J o) Joel) o (A).

Un motivo per la partizione o(A) \ 0,(A) = 0.(A) U 0,(A4) & dato dal fatto che o, = @ per la classe
degli operatori autoaggiunti su spazi di Hilbert (vedi §5.3). Inoltre, come nel caso finito dimensionale,
ad autovalori distinti corrispondono autovettori linearmente indipendenti®?.

Spesso i valori spettrali di .(A) prendono il nome di autovalori generalizzati, in quanto se A € o.(A),
lequazione agli autovalori 7y (A)x = 0 pud essere approssimata a piacere, come mostra il seguente

TEOREMA (SPETTRO CONTINUO) - Sia A € B(H,H). AlloraV A € 0.(A) I{xn}nen, [|Xn]| =1 t.c.
173, (A | === 0.

Dimostrazione. Sia A € o.(A), dunque I{y, }nen € H t.c. [|RA(A)ynll > n|ly.l, ovvero ||Th(A)w,| <
Iwall - qove W, = Th(A)yn; definendo x,, = 22 si trova che || 7Ty (A)x,| > % 17200, O

no? Iwonll

Analizziamo ora le proprieta dell’operatore risolvente; per farlo, ricorreremo nuovamente ad alcune
tecniche di Analisi complessa. Tuttavia, € opportuno richiamare preliminarmente il seguente, importante

80In realtd, tale richiesta & superflua in quanto la teoria pud essere interamente sviluppata su spazi di Banach.

81Equivalentemente A € 0,-(A) < X € 0p(A*), infatti Dg, = Ry, ed RY_\; =N, 5, per cui Ny 5, = D,t\ # 0.

82Infatti, se x, x’ fossero autovettori linearmente dipendenti di A associati agli autovalori distinti A, X/, allora x’ = ax
(con a € C) e quindi Vx € Dy si avrebbe aXx = M'x' = Ax' = aAx = adx < X = )X, il che ¢ assurdo.
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TEOREMA (SERIE DI NEUMANN) - Sia A € B(H,H). Se ||A|| < 1, allora (1 — A)~! € B(H,H) ed
(1—A)" ZA’“—1+A+A2 (5.22)
k=0
dove la convergenza delle serie & intesa rispetto alla norma di B(H, H).

Dimostrazione. La (5.22) ¢ un serie di elementi di B(H,H) ed, in analogia con le proprieta di conver-
genza delle serie geometriche, & uniformemente convergente, essendo ||A|| < 1. D’altra parte, I’assoluta
convergenza implica la convergenza puntuale la quale, a sua volta, implica la convergenza nel senso di
Cauchy e la completezza di H implica la completezza di B(H,H) (vedi §4.1); pertanto 3 X (A) € B(H,H)
tale che X(A4) =3, cn, A*. Occorre dimostrare che X(A) = (1 — A)~!: a tal fine basta osservare che
X(A)(1 — A) =1 ed infatti: X(A)(L—A) = > AP =Y o A=Y jAF S A =1. O

In definitiva, la serie di Neumann (5.22) altro non ¢ che una serie geometrica operatoriale.

TEOREMA (PROPRIETA DEL RISOLVENTE) - Sia A € B(H,H) ed H di Hilbert. Allora
(1) VYo € p(A) il risolvente si esprime sul disco |\ — Xo| < ||Ry, (A)|| 7! mediante la serie di potenze
o0
=> (A= )FRET(A); (5.23)
k=0
di conseguenza, la funzione R(.)(A) : X € p(A) — R\(A) € B(H,H) ¢ analitica su p(A);

(2) se |A| > ||A]l, allora X € p(A) ed R\(A) ammette lo sviluppo in serie di Neumann

Ru(4) = O_O (f)k; (5.24)

(3) VA, pu € p(A), si ha che [R\(A), R, (A)] = O e vale l'identita di Hilbert®

R (A)%, (4) = RE =l (5.25)

(4) infine, se A € p(A) allora lim|y|c Ry = O.

Dimostrazione. (1) Sia A\g € p(A), quindi Ry, (A) € B(H,H). Sia allora la serie di elementi di B(H,H)

> (= 20)F RS (A).
k=0

Un ragionamento analogo a quello seguito per dimostrare la convergenza della serie di Neumann, per-
mette di concludere che la serie precedente converge uniformemente rispetto alla norma di B(H,H) se
e solo se |\ — A\gl|| Ry, (A)]| < 1, essendo ||i7{’)f0 (A)]| < IRx, (A)|I*. Sia quindi Xy (A) € B(H,H) tale che

=Y = X)FRETH(A),  VAECT 1 A= o] < R (A)] T

k=0

83Si noti che I’identita (5.25) differisce dalla (5.4) a meno di un segno, dovuto alla definizione di risolvente adoperata.
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Verifichiamo che Xy (A4) = R\ (A) e, per farlo, calcoliamo Xy (A)7Zy(A). Tenendo conto della continuita
della moltiplicazione rispetto alla norma di B(H,H) si ha

(AT (4) = (KA () + 0 MR ) [1,(4) = (= 201]
k=1

o0

14> (A=) RE (A) = (A= A0)Ray (A) = D (A= o) &I (A) = 1.
k=1 k=1

In definitiva, ®R\(A4) : p(A) — B(H,H) ammette la rappresentazione (5.23), ovvero si sviluppa in serie

di potenze di (A — Ag) in un intorno di ciascun Ag € p(A4): Ra(a) & quindi analitica su p(A).
(2) Se X\ # 0, Poperatore risolvente puo essere sviluppato in serie di Neumann nel modo seguente:

Ra(A) = (A — A1)~} = _i<11 - f)_l - _ig <f)k.

Ma |A| > || 4|, quindi la (5.24) converge ed R\ (A) € B(H,H) (th. “serie di Neumann”) ovvero A € p(A).
(3) Procedendo come per il caso finito dimensionale, troviamo ora che Ry — R, = R\T, R, — VDR, =
Ra(T, — TRy = (A — )RR, La stessa identita di Hilbert mostra che %) ed %, commutano.

(4) La convergenza ¢ in norma, per cui, preso 7 € R t.c. |A| > n > ||A|| ed essendo ”%” € R, si trova

I=/A — (1Al ) ) 1 1 || =00
A === = = — 0. O
HKI\( )HB(H’H) H A kZ:O <)‘> B(H,H) 2_: < Ui A1 = 7”‘4”37;”’“)

I punto (1) del teorema® ha notevole rilevanza, essendo la chiave per 1'applicazione dell’Analisi
Complessa alla Teoria Spettrale. Per suo merito, infatti, si dimostra banalmente il contenuto del seguente

TEOREMA (SPETTRO DI OPERATORI LIMITATI) - Sia A € B(H,H) ed H # O di Hilbert. Allora:
(a) o(A) # O; (b) p(A) é aperto, per cuio(A) é chiuso; (¢) o(A)={AeC: |N<|A]}

Dimostrazione. (a) Per cominciare, si noti che se A = 0, 0(4) = {0} # @; sia quindi A # O e, per
assurdo, o(A) = @. In tal caso p(A) = C ed R, & analitica e limitata (punto (4), “proprieta del ri-
solvente”) su tutto C. Dunque, per il teorema di Liouville (ogni funzione analitica e limitata su C ¢
una costante) la funzione R, ¢ identicamente nulla sull’intero piano complesso. Ma Rp(A) = A~! ed
A~ € B(H,H) esiste (teorema di Banach dell'inverso limitato, vedi §4.1) e ciod ¢ assurdo.

(b) Dalla (5.23) segue che se \g € p(A), tutti i A € C tali che |A — \g| < [|Ry,(A4)||~! appartengono
all’insieme risolvente, per cui p(A4) & un sottoinsieme aperto di C e o(A) = C\ p(A) & chiuso.

(¢) Secondo la proprieta (3) del risolvente, ®y\(A) si sviluppa in serie di Neumann < |A| > ||A]| ed, in
tal caso, A € p(A). Pertanto p(A) = {A € C : || > ||A]|} mentre o(A) = {A € C : |A] < 4]} O

84Una strategia alternativa (ed elegante) di dimostrare la rappresentazione (5.23) fa uso dell’identita di Hilbert. Infatti,
dati A,Xo0 € p(A), X # o, &€ R = Ry, + (A — Ao)RR),, iterando la quale troviamo Ry = Ry, + (A — Xo)RRy, =
Rrng + (A= 20)[Rrg + (A= X0)Ra R |R0g = Rrg + (A — )\0)9{)?0 + (A= X0)2® %5, = - ... Al passo n—esimo avremo

Ry = Z(}\ A )k k:+1 ()\ _ )\O)nJrl-rR)\R,:\l:l-

Tenendo presente che la convergenza ¢ rispetto alla norma di B(H,H) e che ||Ry\|| = § € R, si trova quanto cercato, ovvero:
1 _
s = 32020 | < Il 7 = 503 ol )" 220 e A= ol < g |

k=0
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Abbiamo cosi scoperto che lo spettro di un operatore lineare limitato € un sottoinsieme compatto
di C ed in particolare, che giace su un disco centrato nell’origine di raggio < ||A||. Sembra naturale
domandarsi quale sia il disco minimo contenente l'intero spettro, il che suggerisce la seguente

DEFINIZIONE (RAGGIO SPETTRALE) - A € B(H,H). Il raggio spettrale r,(A) di A é definito come
re(A) = sup {|A}. (5.26)
Xeo(A)
La serie di Neumann (5.24) consente di dimostrare il seguente risultato (I. Gelfand, 1941).

(FORMULA DI GELFAND PER IL RAGGIO SPETTRALE) - A € B(H,H). Vale la formula di Gelfand

ro(A) = lim |lA™|"". (5.27)

n— oo
In particolare, se A*A = AA* (quindi, se A= A* ed A* = A71), allora ||A?|| = ||A||? ed ro(A) = ||A]|.

Dimostrazione. Proviamo che il limite (5.27) esiste e che v = inf,en{[|A™||*/"} = lim,, oo || A™||*/™. Per
definizione, v < ||A”||1/" Vn €N, ovvero v < liminf,,_, HA”||1/”; d’altra parte Ve > 0 dm € N t.c.
HAmHl/m <v+4epercui, poston=mp+q,con0<qg<m-—1eVn>m,sitrova che

limsup ||A”||/™ = lim sup ||A™+9||Y/™ < limsup ||A™||P/"[|A|| 7" < lim (v+e)™P/™|| A9/ 2222 vye,

n—00 n—00 n—00 n—00
in quanto, ad m fisso e per n — oo, risultano essere ¢/n — 0 e pm/n — 1. Data Parbitrarieta di ¢,
otteniamo che limsup,, .. [|A"[|'/™ > v; in definitiva
limsup || A”||Y/" < v < liminf || A™|'/",
n—oo

n—oo

ovvero il limite esiste ed & tale per cui v = lim,, o [|A™||*/™. Si osservi ora che la serie di Neumann
— n AN = )\1¢ 5 & S 3 n (og

RA(A) = =K, en, K" A", dove K = A7+ & convergente se lo ¢ la serie numerica ), o [cn|[r|™ (essendo

la convergenza intesa rispetto alla norma di B(H,#)). Allora, secondo il teorema di Hadamard, la serie

converge assolutamente se e solo se [k| < r e cioe [A| > 1, ed r & dato dalla formula di Hadamard

1:1imsup|cn| = lim ||A"|Y/™.
r n—o00 n—o0
Dobbiamo allora dimostrare che % = r,(A). Sappiamo che la serie di Neumann converge uniformemente
se e solo se |[A| > r,(A), dunque il raggio di assoluta convergenza + non puo essere piu piccolo del
raggio spettrale. D’altronde Ky (A) ¢ analitica su p(A) ed {A € C : |A| > p(4)} C p(A4), dunque %
non pud essere maggiore di r,(A4). Pertanto 2 = r,(A) e cido completa la dimostrazione della (5.27).
Sia ora A normale: allora ||A?|| = ||A*A]| (vedi §4.2) e quindi ||A42%||? = [|(4%)*A2|| = ||(A*A)(A*A)|| =
[(A*A)*(A*A)|| = ||[A*A|? = (| A||?)2. Dalla precedente®® segue che, in generale, ||A2"|| = [|A]%":
dunque r,(A) = limg_ o0 [|AR||* = lim,, o0 | A2"]|/2" = ||A]|, ovvero 74 (A) = || A||. O

Inoltre, si noti che Ry (A) = R5(A*) (vedi (4.4)) e quindi 0(A*) = {A € C : A€ o(A)} = o(A).

TEOREMA (0(A) Vs o(A%)) - Sia A € B(H,H). Allora 6(A) = 0(A*) e 0,(A) = 0,(A*).

Dimostrazione. (1) Se A € B(H,H), allora A* € B(H,H) con ||A| = ||A*||, per cui o(A4) = o(A*).
(n) Sia A € 0,(A), quindi (Ra_x1)* # {0}; d’altra parte (Ra_x1)* =N ,. _5;, dunque Ja € H, a # 0,

t.c. A*a = \a; pertanto o,(A) C 0,(A*). Ragionando specularmente, si trova che o,.(A) 2 0,(A*). O

Come corollario, dalla (#2) e dalla proprietd di involutivita (4.3), segue che 0,.(A*) = o,(A**) =

op(A).

851’identita ||A2|| = ||A||2, valida per A € B(H,H) normale, trae origini dal fatto che B(H, ) presenta una struttura
naturale di C*—algebra rispetto all’operazione di coniugazione hermitiana (vedi App.A per una breve digressione).
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Esempi

o PROPRIETA SPETTRALI DELL'OPERATORE IDENTITA
Sia 1 l'operatore identita di H. Evidentemente %) (1) = (1—X)~!1, dunque R, (1) esiste, & limitata
ed ¢ analitica su tutto C, ad eccezione del punto A = 1, ovvero p(1) = C\ {1} e 0,(1) = {1}.

o PROPRIETA SPETTRALI DEGLI OPERATORI DI SHIFT IN /5
Sia (S, H) loperatore di shift destro su un Hilbert # separabile. Sappiamo che Ns = {0} ed
Rs = {e1}+, ovvero S ¢ iniettivo ma non suriettivo (vedi §4.5); inoltre, I'aggiunto S* corrisponde
all'operatore di shift sinistro, per cui Ng- = (Rs)t = {e1} e R~ = (Ng)t = H, ovvero S* ¢
suriettivo ma non iniettivo. Si noti che S non & unitario, tuttavia S~' = S* su Rg.
Per semplicita, ribattezziamo Sgp = S ed Sp = S*; scelto H = ¢»2(R), studiamo le proprieta
spettrali dei due operatori. Preliminarmente, si osservi che o(Sg) ={A € C : |\| < 1} = 0(SL);
determiniamo quindi gli spettri puntuali dei due operatori. Cominciamo con o,(Sg): preso a €
¢5(R), si consideri ’equazione agli autovalori 7 (Sg)a = 0, dalla quale si trova che

/\Cl,l = 0, ap = )\ag, ag = )\a3,

Naturalmente A = 0 non & autovalore, essendo Ns, = {0}, per cui se A\ # 0 dev’essere a; =
ag = --- = 0, ovvero ay = 0. Per definizione, ay = 0 non & autovettore, dunque 0,(Sg) = O.
Sia ora 7,(Sr)a = 0: allora (ag,as,...) = A(a1,az2,...), per cui any1 = Aa, = a1 A" ed ay =
a1 (1,X\,A2,X3,...) & autovalore di Sy, se e solo se ay € £»(R), ovvero

arl2
> PP =l S OAR = (g < e W<l
keNg keNg
Quindi 0,(Sr) = {A € C : |A\| < 1}. Resta da chiarire cosa accade su {A € C : |A\| = 1}. 1l
teorema “o(A) vs o(A*)” risponde al problema: infatti, nel caso in questione, si ha che o,.(Sg) =
op(Sp)={AeC : [N <1} ={AeC: |\ <1} =0,(5) e 0,.(SL) = 0,(Sg) = O; quindi, per
esclusione, devon’essere 0.(Sg) = {A € C : |A\| =1} = 0.(SL). In definitiva:

0-(Sr) =0p(S1) ={A e C : |\ <1},
0.(Sr) =0.(SL) ={A € C : |A| =1},
or(Sr) =0,(SL) = 0.

o PROPRIETA SPETTRALI DELL'’OPERATORE DI MOLTIPLICAZIONE SU Ls([a, b])
Sappiamo che (g, La([a, b])) € un operatore limitato. Sia quindi ¢ € Lo ([a,b]) ed

Y(z)

r—z

{[& ()]} (@) = [(a - 21) 7 ) (x) =

il risolvente di q. Per z ¢ [a, b] il risolvente ¢ ben definito e limitato: infatti Vi € La([a, b]) si ha
che (q — z1)~ 'y € Ly([a, b]), quindi Dg_y10y(a) = L2([a, b]), e vale la disuguaglianza

2
de < max {|o = =2} 0] o < .

Y(x)

r—z

b
HMzé[a,bJ(q)W|2Lz([a,b]> :/a

Dunque p(q) = C\ [a,b] e o(q) = [a,b]. Mostriamo che o(q) = o.(q). Per cominciare si noti che
se z € [a,b], allora Dg__ . (q) = {¢ € L2([a,0]) : (q— 21)"Y) € La([a,b])} e si pud dimostrare
che Dy, ,1q & denso in La([a, b]); occorre verificare che (q, Dg,_, , (¢)) 100 & limitato. Per farlo,
ricorriamo al teorema “spettro continuo”: sia {t¢, }nen una successione di funzioni della forma

Vi ose |z —z] < 5,

Yn(2) = V0 (2n|z — 2| < 1) = {

0 altrove;

7



evidentemente v, € La([a,b]) Vn € N, in quanto ||¢,| 1, ([a,5)) = 1. Si trova banalmente che

Z+ﬁ 1

b
Hm(q)wﬂ“i([a,bp = /a (0 — 20)¢](2)[* da = n/ (x—2)2de = o nzee, ),

1

2n

essendo z € [a,b]. Pertanto o.(q) = [a,b] e o,(q) = O = 0,(q).

Si osservi che R.(q) : C — B(La([a,b]), L2([a,b])) & analitica su tutto il piano complesso, con un
taglio in corrispondenza dello spettro continuo ('intervallo reale [a,b]) ed & possibile calcolarne la
discontinuita. Infatti V1, ¢ € C°([a,b]) e per un dato zg € [a, b], si trova che

hm{ [ Reot1e (D)D) L ([ab]) — (U5 [Reo—e (D)D) Lo ((a,p)) } = 2720 (20) P (20)-

PROPRIETA SPETTRALI DELL’OPERATORE IMPULSO SU La(|a, b])

Sebbene (p, La([a,b])) non sia un operatore limitato, ¢ possibile studiarne le proprieta spettrali
senza ricorrere a speciali artifici. Per semplicita, sia po = (p, H([a,b])) e ¥ € H([a,b]): il
risolvente & determinato dalla soluzione dell’equazione differenziale del primo ordine

W(@) - (@) =) = {[Re(po)]6}(@) = A 41 /qu(y)e”@-y)dy, (5.28)

dove A € C ¢ una costante da determinarsi imponendo le condizioni al contorno e ¢ € Ly([a, b]).
In particolare, se ¢ € H}([a, b]), e cioe se ¥(a) = 0 = 1(b), si trova A =0 e

b
/ e oY) dy = (", Q) ya) =0 = € ERg,, VYzeCl
a

Quindi R, (po) = ¢ f; H(y)e***=¥) d y esiste ma non ¢ densamente definito, per cui o(pg) = 7, (po) =
C. Sia ora py = (p, Hy _([a,b])) dove Hy _([a,b]) = {¢ € H'([a,b]) : ¢(b) = 0}: allora

x b
x07) =0 [ ot ay - [Coeay
essendo ,
/ e h(y) dy = (€Y, ) 1, () = 1A — T —— - {0},

ovvero R,(py ) ¢ densamente definito. Inoltre Rz(pg ) & limitato Vz € C: infatti, indicando con
K = max,cio o {16(z)]} 51 ha che |{[% (97 )J6}@)] < 2 Ji, y 10(z)] d& < 26 — a) e quindi

||[RZ(335)]¢||L 2% (b — a)3/2

0 (la.b]) _ 26(b—a)

Kz(p ) = Sup 2 < < .
| % (pg ||B(L2,L2) $eLa([a,b]) 1Dl L (ja,b]) 161 Lalae)) o0

Pertanto p(p,) = C e lo spettro é vuoto. Analoghe conclusioni si ottengono scegliendo come
dominio Hg , ([a,b]) = {¢» € H'([a,b]) : 1(a) = 0}. Si considerino ora le estensioni pye, = (p, D)
e ph.,. = (p,Df) (vedi esempi §4.4). Imponendo nella (5.28) la condizione ¢ (a) = ¢ (b), si trova

b T
{[Rz(pper)kb}(x) = m/ ¢(y)€”(w7y)dy+z/ ¢(y)e“‘(gﬂ’y) dy,

per cui il risolvente esiste, ¢ limitato ed & densamente definito se e solo se e*(*=?) =£ 1, ovvero

se e solo se z(b — a) = 2n7 con n € Z; dunque o,(pper) = {2 € C : z = 225 n € Z}. Invece,

imponendo nella (5.28) le condizioni al contorno ¥(b) = e1)(a), con 6 € [0, 27), risulta essere

{[ ppe'r QS} — el 9+Za b)]/ ¢ _7'Zydy+l/ ¢ 7,2(117 v)

quindi oy (pf,,) = {2 €C: z2=270 neZ 6c0,2m)}.

“b—a
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o TEOREMA DI WINTNER E REGOLA DI COMMUTAZIONE CANONICA.
Due operatori (4,D4) e (B,Dp) densamente definiti su uno spazio di Hilbert A infinito di-
mensionale, si dicono operatori canonici se soddisfano la regola di commutazione canonica®
[A, B] = cl4, dove 14 indica I'identitd su H e ¢ € C. In particolare, q e p sono canonici, infatti

[p(a)] (2) = —p(z) — @9’ (z) = —2(Tn¥) () + [a(p¥))] (x) = (9, p] = o1,

essendo ¢ € H (torneremo tra breve su alcuni dettagli relativi a questa regola di commutazione).
Dagli esempi finora discussi, emerge che gli operatori ¢ e p non sono simultaneamente limitati sugli
spazi Lo([a, b]) ed La(R). In realta, tale proprieta ha carattere generale, come mostra il seguente

TEOREMA (WINTNER) - Gli operatori canonici non possono essere entrambi limitati.
Dimostrazione 1. Siano A, B € £ (H,H) canonici: dalla regola di commutazione segue che
[A,B"] = B[A,B" '+ [A,B]B" ' = B[A,BB" %] +¢B" ' =... = [A,B"]=ncB" "

Per assurdo, siano A, B € B(H,H): poiché

A+ B|| < A+ [|B] e |AB| < [[A[l|B], si ha
n— n n n— n
nlel|[B"HI = 1[4, B™]I| < 2 ANIBB"| < 2ANIBIIB" M <= AIlIBI = 3lel.
Ma n € N arbitrario, per cui se A & limitato non puo esserlo B e viceversa, il che & assurdo. O

Dimostrazione 2. Per assurdo, siano AB, BA € B(H,H). Proviamo che A=! € B(H,H): se
0 € p(A), allora A=! = Ry(A) esiste, & densamente definito ed & limitato; se invece 0 ¢ p(A), si puod
considerare 1'operatore A+ 21, il quale soddisfa la relazione ||A+ z1)x|| > d||x|| (con § € RT), per
z sufficientemente grande, ovvero A + z1 ammette inverso limitato (teorema dell’inverso limitato,
§4.1) e di conseguenza A~! esiste limitato. Dunque, ha senso la seguente relazione

T.(AB) = A(BA — z1)A™' = AT,(BA)A™! = R.(AB) = AR.(BA)A™".

Pertanto 0(AB) = o(BA); ma A e B sono canonici, quindi 0(BA) = o(AB — 1), per cui se
z € 0(AB), allora (z —1) € 0(AB) ed, in generale, (z —wn) € 0(AB) Vn € N il che ¢ assurdo. O

Il teorema di Wintner mette in risalto alcuni problemi relativi all’espressione [p,q] = ¢1y. Per
cominciare, 'operatore identita 14, ¢ limitato, mentre il commutatore non lo & (teorema di Wint-
ner); inoltre, poiché gli operatori q e p sono usualmente chiusi rispetto agli spazi di Hilbert di
interesse fisico, il loro commutatore non puo essere ovunque definito (teorema del grafico chiuso,
vedi §4.2), mentre 14 ¢ ovunque definito. Pertanto, la regola di commutazione canonica tra gli
operatori q e p € mal definita e dev’essere correttamente riformulata nel modo seguente:

[q,p] C 2Ty (5.29)

In altre parole, il commutatore € definito su un sottospazio denso di H. Data 'ignoranza del do-
minio Diq ] = Dgp N Dpyg, espressione (5.29) risulta poco trattabile e rende difficile formalizzare
coerentemente la struttura dinamica della Meccanica Quantistica. Per ovviare a quest’inconve-
niente, H. Weyl penso di dare una veste “esponenziata” alla regola di commutazione canonica,
svelando con quest’idea una profonda connessione tra la dinamica di un sistema quantistico e
Ualgebra dei gruppi di simmetria ad esso associati (vedi App. ?? per alcuni approfondimenti).

86Si noti che [A, B] = ¢l non pud valere su spazi finito dimensionali, in quanto 0 = Tr([A, B]) = ¢Tr(1) = cn.
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5.2.1 Teoria spettrale degli operatori lineari non limitati

Riassumiamo le proprieta relative allo spettro di operatori lineari non limitati, ma densamente definiti.
Sia (A,D4) lineare e densamente definito in H. Cominciamo con l'osservare che la definizione di
spettro resta invariata®”: ’insieme risolvente, infatti, ¢ individuato dal sottoinsieme

p(A) = {AeC: R(A) =T " (A):=(A- )" € BH,H)},

quindi 0(A4) = C\ p(A) e X € p(A) se e solo se 36 € RT t.c. ||Th(A)x| > d||x|| Vx € Dy (teorema
dell’inverso limitato, §4.1). Inoltre, anche in questo caso lo spettro si ripartisce come

o=o0,Uc.Uoy, ocNop=0.Nop =0.No, =0,

e le definizioni di spettro continuo, puntuale e residuo restano invariate. Naturalmente, vale ancora la
proprieta secondo la quale ad autovalori distinti corrispondono autovettori linearmente indipendenti.
Riguardo le proprieta del risolvente, occorre fare alcune distinzioni rispetto al caso di operatori
limitati. Come & immediato verificare, Ry (A) soddisfa ancora l'identita di Hilbert e, conseguentemente,
Y Ao € p(A) puo essere rappresentata sul disco |A — Ag| < ||'R)\(A)HE;%HH) mediante la serie di potenze

R(4) = Y (A= o) R (4)

keNg

(si dimostra esattamente come nel caso degli operatori limitati). Pertanto ®\(A) : C — B(H,H) é ana-
litica sul risolvente p(A), il quale & ancora un sottoinsieme aperto del piano complesso. Tuttavia, Ry (A)
non ammette piu sviluppo in serie di Neumann e quindi non vale pitt la proprieta lim|| o Rr(4) = O
(essendo il limite inteso rispetto alla norma di B(H,H)). Da queste ultime osservazioni discende
naturalmente che o(A) & chiuso, puo esser vuoto ed, in generale, non limitato®®. Infine, vale il seguente

TEOREMA (0,(A) VS 0,.(4%) E 0,(A) VS 0,(A%)) - Sia (A, Da) densamente definito su H. Allora
(a) o0,(A) =0,(A"), (b) A chiudibile = o,(A*) = o,(A). (5.30)

Dimostrazione. (a) Sia A € 0,(A), allora {0} # (Rg(4))" = Ni, (a+), essendo D denso in H; per cui
A € 0p(A¥) ovvero 0,.(A) C 0,(A*). Invertendo il ragionamento si trova che o,.(A) 2 0,(A4*). (b) Se

A ¢ chiudibile, allora D4~ = H ed in tal caso (4*)* = A (vedi §4.3). Essendo D4~ denso in H, vale
I'identita (Ra+)* = N4 per cui, procedendo come in (a), si trova che o,.(A*) = 0,(A**) = 0,(4). O

Si noti che, se (A,D4) ¢ densamente definito e chiuso, allora 0, (4) = 0,(A4*) ed 0,(4) = o, (A4%).
Dal confronto tra operatori lineari limitati e densamente definiti emerge la seguente tabella.

Ae Z(H,H) ¢ limitato A€ Z(H,H) non ¢ limitato ma D4 ¢ denso in H
Ve p(A) Ra(A) € B(H,H) VA€ p(A) R\(A) € B(H,H)
VA€ p(A) R(A) & analitica VA€ p(A) Ra(A) & analitica
p(A) ¢ aperto p(A) ¢ aperto
o(A) & non vuoto e compatto o(A) puo esser vuoto e non limitato
Ry (A) ammette sviluppo di Neumann R (A) non ammette sviluppo di Neumann
op(A*) = 0,.(A) e 0,(A) = 0, (A*) o,(A*) = 0,.(A) e se A= A allora 0,(A) = 0,.(A*)

87Per semplicita di notazione, nelle espressioni che verranno indicheremo la dipendenza da (A, D4) semplicemente con
A, tenendo pero presente che le proprieta degli oggetti in questione dipendono anche dalla scelta del dominio D 4.

88Cid non deve sorprendere; si ricordi lo spettro di (p, L2([a,b])): avevamo dimostrato che o(py) = @ = U(par) e che
o(pfe,) ={X€C : A= (2mn—0)/(b—a), n € Z, § € [0,2r)}, rispettivamente esempi di spettro vuoto e non limitato.
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5.2.2 Proprieta spettrali degli operatori unitari, autoaggiunti e normali

Nel §5.1.1 abbiamo studiato le proprieta spettrali degli operatori unitari, autoaggiunti e normali in spazi
di Hilbert finito dimensionali (isomorfi a C™, una volta fissata in essi una base); vediamo cosa accade se
‘H ha dimensione arbitraria. Preliminarmente, ridefiniamo il concetto di operatore normale.

DEFINIZIONE (OPERATORI NORMALI) - Sia (A,D4), Da =H ed A= A. A ¢ normale se [A, A*] = O.

Si noti che la condizione [A, A*] = O va intesa su DoND4+; inoltre, dalla chiusura segue che A é normale
& se A* é normale. 11 seguente teorema stabilisce due essenziali proprieta degli operatori normali.

TEOREMA (PROPRIETA DEGLI OPERATORI NORMALI) - Sia (A,D4) normale su H. Allora
(1) Da=Da-~, () ||Ax||5 = ||A™x|lx Vx € Da. (5.31)

Dimostrazione. Siay € Daxa = Daa~, allora ||Ay||? = (y, A*Ay) essendo Ay € Da-4 ed ||A*y]]? =
(y, AA*y) essendo A*y € Da-; pertanto, dalla normalita di A segue che

|Aylls = A%y %, Vy € Da=a = Dya-.

Sia ora x € Dy ed A’ = A|p,. ,: dimostriamo che T4 =Ty, ovvero che T'y/ & denso in T'4. Per farlo,
consideriamo la coppia H x H 3 (x, Ax) L T'y/: allora V (x/, Ax") € T4/, ovvero Vx' € D4« 4, si ha che

0= <(X7 Ax), (X', AX')> (x,x")y + (x, A" Ax"V3y = (x, Bx')n,

HxH

essendo B =1+ A*A. D’altra parte R = H (teorema “autoaggiuntezza di A*A”, §4.4), per cui x = 0,
ovvero Iy, & denso in I'4. Alla luce di tanto, se (x, Ax) € I'y = T'4, allora 3 {x,, }neny C Daxa t.c.

n— oo n—roo

|xn — x|y —— 0  ed | Ax,, — Ax|yy —— 0.
Ma {X, }nen € Da-a, dunque ||A*x, — A*x| = ||Ax, — Ax|| 2= 0, ovvero {A*x, }nen & di Cauchy

in H. Ne segue che 3z € H tale che
|A*x, — z| =% 0.
Poiché A* & normale (quindi chiuso), si ha che z = A*x e dunque (x,2z) € T 4+, ovvero x € D4« ed
[A™x[l3 = lim [[A™%p [l = lim [[Axp [l = [[Ax]]5.
n—oo n—oo

Cid prova la (u2) e parte della (2) e cioé¢ D4 C D4+. Per completare la dimostrazione basta osservare che
A* & normale: allora, per quanto appena dimostrato, si ha che D« C D g« = Dy, essendo A** = A. O

Possiamo ora dimostrare la seguente proprieta, relativa allo spettro residuo di operatori normali.
TEOREMA (SPETTRO RESIDUO DI OPERATORI NORMALI) - Sia (A,D4) normale suH. Allora
or(A) =0 =0,.(A"). (5.32)

Dimostrazione. Per assurdo, sia A € 0,(A), A # 0. Allora X € 0,(A*), ovvero Ix € Nz (asy, x # 0;
d’altra parte, se A ¢ normale, anche A—\1 lo ¢, quindi [|[(A—A1)x|| = [|(A*—AL)x|| = 0 e cioe A € 0, (A).
Ma cio & assurdo, essendo o,(A) e o,(A) disgiunti. Analogamente, si dimostra che o, (A*) = @. O

Segue banalmente che operatori autoaggiunti ed unitari hanno spettro residuo vuoto.
Analizziamo ora le principali proprieta spettrali degli operatori simmetrici, riassunte nel seguente

TEOREMA (PROPRIETA SPETTRALI DEGLI OP. SIMMETRICI) - (A,D4), Da =H, A C A*. Allora:

(a) op(A)Uoe(A) CR; (b) My, L My, VAL €0y(A), A # Ao (5.33)
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Dimostrazione. (a) Sia A € g,(A), allora 3x € Da, x # 0 t.c. Ax = Ax; ma A C A*, per cui
(Ax,x) € R e quindi M[|x[|? = A|x]|* & X € R; quindi 0,(A4) CR. Sia ora A =& 4w con &,n € R:

1(A = AL)x[[* = [[{((A — §1)x — x| = (A = AD)x||* +9?[|x[|*  Vx € Da,

essendo A C A*; di conseguenza 31 € R t.c. |[[Zn(A)]x|| > n||x||, ovvero Ry\(A) esiste limitato Vn # 0
ed ¢ non limitato per n = 0 (teorema dell’inverso limitato, §4.1). Quindi A =& € 0.(A) e 0.(A) CR.
(b) Siano A1, A2 € 0,(A), A # A2 ed X1, X2 i corrispondenti autovettori: allora

A1 (X1, X2) = (Ax1,X2) = (X1, AX2) = Ao (X1, X2) = (A1 — A2)(x1,%x2) =0,
ma A1 # Ay e quindi (x1,x2) = 0, ovvero My, L Mj,. O

Essendo valide per (A,D4) simmetrico, le precedenti proprieta restano soddisfatte se A = A*.
Si noti che, se H ¢ separabile e se (4, D) autoaggiunto ammette spettro puntuale con tutti autovalori
non degeneri, allora o,(A) & un insieme numerabile e 'insieme degli autovettori (opportunamente nor-
malizzati) € una famiglia ortonormale (e quindi una base hilbertiana) di H (vedi §2.7).

Dalle proprieta spettrali degli operatori simmetrici segue un utile criterio di autoaggiuntezza.

TEOREMA (SIMMETRICO VS AUTOAGGIUNTO II) - Sia A C A*. Allora 0(A) CR = A= A*.

Dimostrazione. Se o0(A) C R, allora ¢ € p(A) per cui R4,(A) esiste, & limitato e densamente definito,
dunque ammette un’unica estensione lineare e limitata su tutto H (teorema dell’estensione lineare limi-
tata, §4.1). Di conseguenza Ra+.1 = Dg,,(a) = H e quindi A = A*, essendo A simmetrico e densamente
definito (teorema “simmetrico vs autoaggiunto”, §4.4). O

Si noti che il teorema richiede che tutto o(A) sia contenuto in R, ovvero che® o,.(A) C R.
Concludiamo con le proprieta spettrali degli operatori unitari. In questo caso, la trattazione si

riconduce alla teoria degli operatori limitati, in quanto ogni operatore unitario U e isometrico, quindi

limitato ed & banale verificare che o(U) = {A € C : |\| = 1}. Di maggiore importanza ¢ il seguente

TEOREMA (SPETTRO DI OPERATORI SIMILI) - Siano (A,D4) e (B,Dg) densamente definiti ed A = A*;
sia inoltre (U, H) unitario tale che U : Dg — Da e Bx = U AUx Vx € Dg. Allora o(A) = o(B).

Dimostrazione. B = B*: infatti U & unitario (quindi limitato) e Dy-1, = H per cui, alla luce della
(4.13), si ha che B* = (UT'AU)* = U*A*(U~Y)* = U 'AU = B. Siaora A € C, allora A € p(B) &
R(B)=[U Y A= )U]' =U1R\(A)U € B(H,H) & R\(A) € B(H,H) & )€ p(A).

Esempi

o PROPRIETA SPETTRALI DELL’OPERATORE DI POSIZIONE SU L (RR)

Sia (q,Dq) con Dy = {¢p € Lo(R) : qp € La(R)}: (q,Dq) € autoaggiunto, per cui o(q) € R
e o.(q) = @. Proviamo che o,(q) = @ e che o.(q) = R. Se A € 0,(q) allora 3¢ € Dy non
nulla t.c. zy(x) = AMp(z) Yo € R; in senso distribuzionale, la precedente equazione omogenea ha
soluzione 1 (x) = ¢d(xz — ) (ottenuta trasformando ambo i membri nel senso di Fourier, vedi §6.9);
tuttavia 0 ¢ Lo(R) per cui [Zy(q)]y = 0 non ammette soluzioni non banali e quindi 0,(q) = ©.
Conseguentemente, ®y(q) esiste ed & densamente definito VA € R. Per verificare che o.(q) = R,
procediamo come per (q, La([a,d])): sia A € R e {¢, }nen la successione di funzioni della forma
Un(z) = nb(2n|z — A| < 1). Evidentemente |[¢b,[|r,) =1 € ¥, € Dq Vn € N; inoltre

)\Jrﬁ 1

H[q‘/\(q)wnHiZ(R) = n/}\iL (z—N)?dx = Ton2

2n

n— 00
0

Dunque A € o.(q) e, data 'arbitrarieta di A, o.(q) = R.

89Evidentemente, nulla si pud dire a priori sullo spettro residuo di un operatore simmetrico: in generale @ # o,.(A) C C.
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o PROPRIETA SPETTRALI DELL'OPERATORE IMPULSO SU Lo(R)

Nella prossima sezione studieremo le proprieta spettrali di (p, H*(R)) adoperando gli strumenti
sviluppati finora. Vogliamo qui seguire un ragionamento differente. Nel §6.8 vedremo che la
trasformata di Fourier di funzioni di Ly(R™) pud essere ottenuta a partire dall’operatore di Fourier
(F,8(R™)), essendo S(R™) lo spazio di Schwartz su R™; dimostreremo inoltre che (F,S5(R™)) &
invertibile ed isometrico (rispetto alla norma di Lo(R"™)), quindi || || g(srn)) = 1. Essendo limitato
e densamente definito, # ammette un’unica estensione lineare limitata su Lo(R"), anch’essa iso-
metrica e suriettiva (potendo ripetere lo stesso discorso per F ~1); sicché, detta F tale estensione,
sard (F, Lo(R™)) unitario. Tale operatore, noto come trasformata di Fourier—Plancherel, &
di grande utilita in Meccanica Quantistica, essendo validi i seguenti risultati:

<1/)€Dp & ﬁ¢epq> ed (pw]?lq]?w \wep,,),

dove D, = HY(R") e Dq = {¢) € Lo(R") : qip € Lo(R™)}; in altre parole (F, Ly(R™)) permette di
passare dal cosiddetto “spazio degli impulsi” allo “spazio delle coordinate” e viceversa. Dunque

(p,H(R)) ¢ il trasformato unitario dell’operatore autoaggiunto (q,Dg) per cui ¢ autoaggiunto
(come atteso) e o(p) = o(q), secondo quanto prescritto dal teorema “spettro di operatori simili”.

5.3 Decomposizione spettrale di operatori autoaggiunti

Vedremo ora alcuni importanti strumenti relativi alla formulazione matematica della Meccanica Quan-
tistica; senza di essi la teoria finora sviluppata non troverebbe confronto nei risultati sperimentali e
tutto lo sforzo profuso avrebbe come unico fine la pura speculazione matematica. Cio che descriveremo,
infatti, rende predittiva la teoria, ponendo una corrispondenza tra la Teoria spettrale degli operatori
autoaggiunti e la Teoria della misura. L’obiettivo sara quello di introdurre i concetti necessari alla
comprensione del terzo postulato della Meccanica Quantistica: dovremo proseguire nello studio delle
proprieta spettrali degli operatori autoaggiunti ed, in particolare, della loro decomposizione spettrale,
introducendo quindi alcuni nuovi concetti, tra i quali quello di famiglia o misura spettrale.

Esistono vari modi per introdurre il concetto di misura spettrale®’; quello che seguiremo noi & un
ragionamento euristico, basato sulla formula di Riesz—Dunford. Sia (A, D4) densamente definito su H ed
autoaggiunto; inoltre, supponiamo per semplicita che o,(A) = {A1,..., Ay} € 0c(4) = [a,b] con a,b € R
finiti. Sappiamo che Ry (A) : p(A) — B(H,H) ¢ analitica, dunque

1 R:(4)

VASH) () =g f FEde
dove 9T ¢ la frontiera di un intorno di A € p(A) a
arbitrariamente grande (purché non contenga ele-
menti di 0(A4)). Con riferimento alla figura, de- "
formiamo OI' di modo che una porzione OT" sia
“gonfiata” e mandata all’infinito del piano com-
plesso ed un’altra porzione 9T contenga o(A) al
suo interno. Come nel caso finito dimensionale,
I'integrale si interpretata come r

) =5 §  rem(a)dz

T 2m

e

[ 3]
Jm

90f; possibile adoperare la trasformata di Cayley e ricavare la decomposizione spettrale di un operatore autoaggiunto
partendo dalla decomposizione spettrale dell’operatore unitario ad esso associato (vedi a.e. E. Kreyszig, INTRODUCTORY
FUNCTIONAL ANALYSIS WITH APPLICATIONS, Ch. 10, pgg. 546-562); oppure, si pud astrarre al caso pilt generale possibile,
determinando la decomposizione spettrale di operatori normali non limitati ma densamente definiti a partire dal caso
limitato (o eventualmente da quello finito dimensionale), sicché la decomposizione degli operatori autoaggiunti sarebbe un
caso particolare (vedi a.e. J. B. Conway, A COURSE IN FUNCTIONAL ANALYSIS, Ch. 10, pgg. 319-327).
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deformando linsieme I di modo che la sua
frontiera O sia costituita dalle due rette (z) = ¢ ed J(z) = —e, si ottiene I’espressione

27”74{ (z+1e)l] " flz+1e) — [A— (z —we)1] ' f(z —1e) } du.

Nel limite per € — 0 si ottiene 'analogo per spazi di dimensione arbitraria della formula (5.6), ovvero

x40
A)Z/]Rf(:r)dEz(A) dove  E,(A) = lim nmi/ [Rer11e(A) — Rorie(A)] da’. (5.34)

5—0e—02m1 J_

Come per il caso finito dimensionale, IE, ¢ un proiettore Vz € R. Nel caso dello spettro puntuale,
supposto che Ay € [x1, z2] e che in detto intervallo non cadano altri elementi di o,(A), si trova

1 1 d 0 sek#l,
(Ea, — Eu, )xa, = [um/ml (%w—%w)dx}xxk_ j{ xAk_{ se k #

e—0 21 2m xy, seA=1

Pertanto, comunque vicini siano z; ed x32, si ha che E,, — E;, = Py, dove PP; ¢ il proiettore su Mj,;
inoltre E,» = E,» qualora o, ¢ [z/,2"]. Ripetendo lo stesso ragionamento V Ay, € 0,(A4), si trova quanto
segue: l'operatore I, presenta una discontinuita pari a Py allorché x passa dalla destra alla sinistra
di M. Tale discontinuita rivela rivela una proprietd interessante. Supponiamo che le relazioni (5.10),
(5.11) siano valide e che o(A) = 0,(A) C [o, f]: suddiviso l'intervallo in n parti t.c. \; € [z, Txy1] <
j =k (essendo z1 = « ed x,,41 = ), si ha che P, = E E,, =d0E,, per k=1,...,n per cui

Tr+1

n

=> (Bapy, —Bap) =D 6By, A=) M(Bap,, —Ep) =) MIE,,. (5.35)
k=1

k=1 k=1 k=1

Le relazioni precedenti definiscono la rappresentazione spettrale di un operatore autoaggiunto
(A,Dy) avente solo spettro puntuale; tale rappresentazione mostra quindi che Vx,y € H

(AX,y) Z MIEN(A)x, ¥)nu,
A€oy (A)

il quale puo essere equivalentemente riscritto come integrale di Riemann—Stieltjes nella forma
(Ax,y)n = / Adw(N) Vx,y € H, (5.36)
R

dove w(\) = (dExx,y)x & una misura di Riemann—Stieltjes. Naturalmente, in generale anche o.(A)
contribuisce alla decomposizione spettrale e, come dimostreremo tra breve, I, varia con continuita in
ciascun intorno di A € g.(A); sicché, la (5.36) si scrivera ora nella forma

(AX,y)n :/RAdw > )\IP,\+/ Adw(N). (5.37)

A€o, (A) A€ae(A4)

Inoltre, presa una funzione f : D C C — C analitica su un opportuno dominio, si avra che

(f(A)x Z f(A IPA+/ fNdw(\)  Vx,y € H.

Acop(A) A€o (A)

Sebbene non troppo rigorosa, la trattazione precedente da un’idea dei risultati che verranno. Occor-
rera chiarire molti punti, come ad esempio 'uso di una misura di Riemann—Stieltjes a valori operatoriali
dE,: tale misura & ben definita? Se si, ¢ unica? Chiariremo questi aspetti nel prossimo paragrafo.
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5.3.1 Famiglia spettrale e primo teorema spettrale

A questo punto, possiamo presentare in veste piu rigorosa i concetti introdotti nel paragrafo precedente.
Per chiarezza, richiamiamo alcune proprieta dei proiettori ortogonali (vedi esempi, §4.2).

TEOREMA (PROPRIETA DEI PROIETTORI ORTOGONALI) - Sia (Py, H) un proiettore ortogonale. Allora:
(p1) (Pyx.x)=|Pyx|® ¥YxeH, (p) Py=0.

Inoltre, in connessione con la composizione di operatori, valgono le sequenti affermazionsi:

(p3) Py =Py, Py, & un proiettore ortogonale < [Py,, Py,] = O, allora Py(H) = V1 N Vo;

(p4) Py =Py, + Py, & un proiettore ort. < Y1 L Vo < Py, Py, = 0, allora Py(H) =1 @ Vs.

Infine, se Py, e Py, sono proiettori ortogonali, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(psa) Py, Py, =Py, Py, = Py,; (p5b) V1 C Vo (Psc) N’Pyl 2 NP);Z;
(p5d) ||Pylx|| S ||7D372XH5 Vx € Ha (p5e) Pyl g Pyz'

Dimostrazione. ((py),(p2)) Se Py & un proiettore, allora P3 = Py e P35 = Py; per cui (Pyx,x) =
(PyPyx,x) = (Pyx,Pyx) = |Pyx||> > 0 Vx € H, dunque Py & positivo. (p3) Sia [Py, Py,] = O,
allora Py € B(H,H) (essendo prodotto di operatori di proiezione, dunque limitati) e P3j, = Py; inoltre
P3 = Py, (Py,Py,)Py, = P} P53, = Py, quindi Py & un proiettore e Vx € H si ha Px = Py, (Py,x) =
Py, (Py,x), ovvero Py, (Py,x) € V1 e Py,(Py,x) € Vs, per cui Pyx € Y1 N Ys. Viceversa, sia Py un
proiettore, allora Py, Py, = P3, = Py = Py, Py,. (ps) Dimostriamo prima che 1 L Vs < Py, Py, = O.
Sia Y1 L Vs, allora Y1 NV = O e quindi Py, Py,x = O Vx € H; viceversa, sia Py, Py, = O, allora
Vy1 €Y1 eVys € Vs, esistono x1,xs € H tali che

(¥y1,¥2) = (Py,x1, Py, X2) = (x1, Py, Py,x2) =0 = Vi L Vs

Sia ora Py = Py, + Py, un proiettore, allora Py, +Py, = (Py, +Py,)? = Py, + Py, Py, + Py, Py, + Py,,
ovvero Py, Py, = —Py,Py,; moltiplicando ambo i membri prima a sinistra e poi a destra per Py, si
trova 2Py, Py, Py, = O la quale, sostituita in Py, Py, Py, = =Py, Py, da Py, Py, = O. Viceversa, sia
V1 L Wy, allora Py, Py, = O = Py, Py, e quindi P} = P} + Py, Py, + Py, Py, + P53, = Py; inoltre,
Py € B(H,H) (essendo somma di operatori limitati) e P3j, = Py, + Py, = Py. Sia ora y € ), allora
Jx € H tale che y = Pyx = Py, x + Py,x, dove Py, x € V1 e Py,x € Vo, per cui Y C Vi ® V. Per
I'inclusione inversa, sia v € V3 @ Y», allora 3y € V1 e yo € Vs tali che v = y; + y2o; applicando Py e
sfruttando 'ortogonalita tra )y ed ) si trova che

Pyv =Py, (y1 +¥2) + Py,(y1 +¥2) = Py,y1 + Py,y2 =y1 +y2 = v,
dunque v € Y, ovvero Y 2O Y1 @Va. (Ps,) = (Psq) Sia Py, Py, = Py, Py, = Py,: se Py & un proiettore,
allora [|Py|| = 1 (vedi esempi, §4.2), per cui [Py, x|| = [Py, Py,x|| < [Py, [[[[Py,x1]| = [Py,x|| Vx € H.
(P5a) = (Pse) Da (py) segue che (Py,x,x) = [Py, x[|* < [[Py,x[|* = (Py,x,x) ¥x € H, per cui Py, C
Py,. (P5q) = (Ps.) Sia x € prz, allora Py,x = 0 e quindi ||Py,x||? = (Py,x,x) < (Py,x,x) = 0,
ovvero x € Np,, . (p5.) = (P5,) Basta osservare che Rp,, =Y e Py = P3;, per cui

.)}1L = (7?’77)71)L :prl QNPJJQ = (prz>l = yQL A yl g y2'

(Psp) = (Ps4) Siax € H arbitrario, allora Py, x € Y1; ma allora Py, x € Vs e quindi Py, (Py, x) = Py, X,
ovvero Py, Py, = Py,. D’altra parte Py, =Py, per cui Py, Py, = Py, Py, =Py,. O

Alla luce delle considerazioni appena presentate possiamo introdurre il concetto di famiglia spettrale.
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DEFINIZIONE (FAMIGLIA SPETTRALE) - Sia £ = {Ej, A € R} una famiglia uniparametrica di proiettori
ortogonali di H. Diremo che E ¢ una famiglia spettrale (o risoluzione dell’identita) su R se

(s1) E)C E, equivalentemente E\E, =E,E\ =, VA<
+
52) E,\+EX i> ]E,\X, Vx € H;
A—+o0

(
(s3) Exx 22720 e BEyx 225 1x,  Vx e

Dunque E¢y : A € R+ [E) € B(H,H); si noti che la richiesta (s2) prescrive la continuita a destra
della famiglia spettrale. Naturalmente, nel caso in cui A € [a, b], occorrera richiedere che

Eyx=0 VA<a ed Ex=1 VA>Ub;

una simile famiglia spettrale sara utile in presenza di operatori autoaggiunti limitati.
Una famiglia spettrale £ = {Ey, A € R} definisce una misura®' a valori su R: infatti, sia

a;(N) = (Exx,x)y x€H, |x]|=1 (5.38)
evidentemente a;(\) = ||Exx|3, € R; inoltre, la funzione a, : R — R soddisfa le seguenti proprieta
(1) az(A) <ag(p) YA<up, (a2)  lim a,(A+¢€) = a,(N\);
A—01

(3)  lim a,(A\)=0 ed lim a,(\) = 1.
A——o0 A—00

Ciascuna funzione di variabile reale soddisfacente (a1), (a2), () definisce una cosiddetta misura di
Stieltjes; pertanto, la misura w(\) = (§ E,x,y) introdotta in (5.36) esiste ed ¢ ben definita®?.
Resta da chiarire se e sotto quali ipotesi la misura di Stieltjes indotta da Z sia unica.

TrEOREMA (UNICITA DELLA MISURA DI STIELTJES) - Sia E una famiglia spettrale e sia

Dp = {x €H: /R)\2d<IE)>\x,x>H < oo}.
Allora esiste un’unico operatore autoaggiunto (B, Dg) densamente definito, tale che

(Bx,y)y = /R/\dﬂl*],\x7 V)nu Vy e H. (5.39)
Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare che Dg = H. Sia x € H ed {x, = (E, — E_,,)x},en: dalla

proprieta (s3) segue che ||x — x,|| — 0 per n — oo; resta allora da dimostrare che {x,}neny C Dp. Cid
¢ immediato poiché per un fissato valore di n € N, risulta essere

/ N AExx,, Xp )1 = / N Ad(BA(E, — E_,)x, (B, — E_,)x),, =
R R

_ / 22 d(Fyx, x)y < 02 / A{Exx, x) 3 = n2[x], < oo,

—-n —-n

91Richiamiamo brevemente alcune nozioni di Teoria della Misura. Sia B(X) l'insieme delle parti (insieme dei sottoin-
siemi) di un insieme X ed § C B(X). Diremo che § & un’algebra di insiemi di X se @, X € Fese VA B € §si ha
che AUB, X \ A € §. In particolare, diremo che § ¢ una o—algebra se in aggiunta alle precedenti si ha che Uj A;€F
V{A;}jen € § (ovvero per ogni successione numerabile di elementi di §); di conseguenza, anche (; 4; € §, essendo
ﬂj Aj = A\U(A\ 4;) dove A = Uj Aj. Quindi una o—algebra & un’algebra di insiemi, chiusa rispetto ad unione ed
intersezione di successioni numerabili di elementi in essa contenuti. Se § & una o—algebra, la coppia (X, §) prende il nome
di spazio misurabile e su di esso & possibile definire una misura, ovvero una funzione non-negativa p : § — K (K un
campo scalare) tale che u(@) = 0 e p(; A;) = 3°; u(A;) (per via della quale p & detta o—additiva o numerabilmente
additiva). Si dimostra che u(A) < u(B) VA C B, con A, B insiemi misurabili di §. Se p & una misura sulla c—algebra § di
sottoinsiemi di X, allora la terna (X, §, 1) prende il nome di spazio di misura. Tornando al caso in questione, dovendo
lavorare con famiglie spettrali della retta reale, lo spazio di misura & semplicemente (R, B, o, (\)), dove B & una o—algebra
di Borel di R (ovvero la piti piccola o—algebra generata dalla topologia naturale ¥ di R e contenente la topologia stessa) e
az(A) € la misura (5.38) associata alla famiglia spettrale £ = {Ej) : X € (R,B)}.

928i noti che (§E)x,y) : C — C & a variazione limitata e la sua variazione totale non supera ||x||||y]|-
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dunque Dp ¢ denso in H. Si pud dimostrare che I’ integrabilité di A2 implica l'integrabilita di |\| (ovvero
Jz A d[(Eax,x)5| < 0o Vx € Dp) sicché, posto Ly(x) = [ Ad(x,Exy)y cony € Dp, si ha che

5= [ ratxEayin| < [a1Exyind < [ N[ Esy, vl Il
avendo sfruttato la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, la proprieta (p1) ed il fatto che ||Ex| g3, 2) = 1.
Pertanto £y (x) : H — R & un funzionale lineare (data la linearita dell’operatore integrale) e limitato;

il teorema di rappresentazione di Riesz garantisce allora ’esistenza di uno ed un solo y* € H tale che
Ly(x) = (x,y*)n Vx € H. Posto By = y*, si definisce un operatore lineare, di dominio Dp tale che

(x, By)y = / Ad(x, Eyy)x Vx e H.
R
Occorre percio verificare che B = B*: certamente B C B* in quanto IEf = IEy, VA € R e quindi
x.By) = [ Mk B = [ AdExxyin = (Bryn  VxyeDa
R R

Proviamo che o(B) C R: sia A € C\ R ed (Sy, Ds, ) I'operatore definito nel modo seguente:

dE, (E,x,X)%
S)\XE/]RZi)\X Vx € Ds, dove Ds, = {xG’H / |zf/\\2 oo}.

Osservando che |z — A|72 < |\| 72, si prova facilmente che Sy @ limitato e che Ds, = H. Inoltre

B () = [ - NaB(sw = [ - nak( [ 5]
:/R(z—)\)dEZ</; j]%’ ) /d]E x=E [t x=x,

avendo sfruttato la proprieta (s3) ed una generalizzazione del teorema fondamentale del calcolo valida per
integrali definiti su misure di Stieltjes. Pertanto ®)\(B) = Sy ¢ limitato ed ovunque definito VA € C\ R,
ovvero o(B) C R e quindi B = B* (teorema “simmetrico vs autoaggiunto II”). O

Il teorema precedente apre la strada al teorema spettrale, uno dei piu profondi risultati della
Teoria degli operatori lineari in spazi di Hilbert. Parleremo qui di “primo” teorema spettrale, per
distinguere quest’ultimo da un altrettanto importante risultato che vedremo pit avanti.

(I TEOREMA SPETTRALE) - V(A4,D4), Da=H ed A= A*, 3! £(A) = {E,(A), A€ o(4)} tc.

AX:/ MEN(A)x  Vx €Dy, DAz{er : )\2d<IE>\(A)X,x>H<oo}.
A€o (A)

(5.40)
Si noti che Ex(A)|[xeqa) = 1. Inoltre, se C € B(H) ed [A,C] = O, allora [C,Ex(A)] =0 Ve o(A).

Aeo(A)

Dimostrazione. La dimostrazione & piuttosto lunga e complessa®?, per cui ci limiteremo ad elencarne i
passaggi principali. Naturalmente, il punto centrale ¢ la costruzione della famiglia spettrale £(A).

(1) Per z € C\R, z = a+1b, b € R, sia ¢(2) = (R.(A)x,x)3, dove x € H: si prova che ¢(z) &
analitica su 3(z) > 0, che bp(wb) > 0 e che sup,cp+ {bp(2b)} < co. (2) Un teorema di Analisi complessa
garantisce, nelle condizioni elencate, 'esistenza di una funzione w(A\; x), crescente rispetto a A € R, t.c.

dw(A;x)
R A—z '

$(2) =

93Per maggiori dettagli si veda, ad esempio, J. Weidmann, LINEAR OPERATORS IN HILBERT SPACES, cap. 7, pg. 191.

87



Richiedendo che w(\, x) soddisfi (s3) ed (s3), si verifica che ¢(z) & univocamente determinata. (&) Si
prova poi che la relazione precedente ¢ valida anche su §(z) < 0 e si definisce la funzione

3

szw()\;x—i—zky), x,y € H.
k=0

w(Ax,y) =

>~ =

(3) Si dimostra che w(A;x,y) : H xH — R ¢ una forma sesquilineare limitata ¥V A € R quindi, invocando
il teorema di Riesz (vedi §4.2), si stabilisce 1'esistenza e 'unicita di Ey(A4) € B(H,H) tale che

UJ()\;X, y) = <E)\(A)X>y>7-[, vxay eH.

(4) Si prova che gli Ex(A) sono proiettori e che £(A) = {IEx(A), A € R} definisce una famiglia spettrale
su R. (5) Invocando il teorema sull’unicitd della misura di Stieltjes, si definisce l'operatore (B,Dg)
e si prova, con una tecnica simile a quella adoperata al termine dello stesso teorema per dimostrare
lautoaggiuntezza di B, che loperatore (B, Dp) cosl ottenuto corrisponde proprio ad (A, Dy). O

Alla luce della decomposizione spettrale (5.40) e delle proprieta dei proiettori, si verifica che
| Ax|3, = / N d(Exx,x), = / A d H]EA(A)xHi Vx € Da. (5.41)
Aeo(A) A€o (A)

Un’importante conseguenza del teorema spettrale consiste nella possibilita di definire il concetto
di funzione di un operatore autoaggiunto su spazi di Hilbert di dimensione arbitraria. Si puo
dimostrare infatti che se (4,D4) ¢ densamente definito su H ed autoaggiunto e se f : C — C & una
funzione misurabile rispetto alla famiglia spettrale® £(A), allora I'operatore

f(A) = /\ea(A) F(A)dEx(A4), Dyay = {x eH: |f()\)\2d<E>\(A)x,x>H < oo} (5.42)

Aeo(A)

¢ densamente definito; inoltre, se f : C — R allora [f(4)] = [f(A)]* e se f : C — C & limitata
allora f(A) € B(H,H). Su questo risultato & fondato il cosiddetto caleolo funzionale, con il quale si fa
corrispondere ad una funzione un operatore. In particolare, si dimostrano valide le seguenti regole di
calcolo: siano f, g : C — R misurabili rispetto alla famiglia spettrale £(A), allora

(71) (@f)(A) = af(4) VaeC, (F2) (f +9)(A) 2 f(A) + g(A),
(fs) (fg)(A) 2 f(A)g(A), (fa) [f(A]" = F(A);

se poi f, g sono limitate, allora (f2) ed (f4) valgono identicamente. Un caso d’interesse in corrispondenza
del quale nella (f3) vale I'uguaglianza & quello in cui g = f* con n € N* (la convergenza di |f"(\)|?
implica la convergenza di | f™()\)|?): procedendo passo passo, si giunge alla relazione

(fA) = [f]" n=12,...

Applicata ad f(-) : z € R+ f(z) =z € R, I'espressione precedente restituisce quanto atteso, ovvero
A”:/ A" dEN\(A).
A€o (A)

Di conseguenza, le potenze intere positive di un operatore autoaggiunto sono anch’esse autoaggiunte.
Inoltre, si puod ulteriormente dimostrare che se (A,Dy4) € in aggiunta positivo, allora sono autoaggiunte
anche tutte le sue potenze reali positive e, se invertibile, anche le sue potenze reali negative.

94Gia (X, 3§, 1) uno spazio misurabile ed f : X — R. Diremo che f ¢ misurabile rispetto alla misura u (pitt semplice-
mente, che & u—misurabile) se {x € X : f(z) < a} CF Va € R. In particolare, ogni funzione continua é misurabile
rispetto alla misura di Lebesgue e, piu in generale, rispetto ad una qualsiasi misura definita su una o—algebra di Borel.
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OsSERVAZIONE. Sia (R,B,E)(A)) lo spazio di misura costruito sulla famiglia spettrale £(A): dato il
sottoinsieme boreliano b € B della retta reale, si ha che IEyx € Dy Vx € ‘H in quanto

/)\2d<E,\be, Epx),, = / A0(X € b) d(Exx,x),, = /)\2d<E,\x, X)3 < 00.
R R b

Sia ora A un’osservabile di un sistema fisico S preparato in uno “stato” 1) € Hs: in accordo con il terzo
postulato, la probabilita che una misura di A su ¢ cada in un intervallo b € B & data dall’espressione

Ey(A)y|2

La connessione tra decomposizione spettrale e probabilita puo essere evidenziata nel seguente modo.
Sia X una variabile casuale continua ed w(x) la funzione di ripartizione ad essa associata; se esiste, la
derivata di w(z) rispetto ad « € R fornisce la probabilita che X € [,z + d z], ovvero dw(z) = p(x) d z,
essendo p(x) la densita di probabilita associata ad X. Pertanto, le espressioni

P{X € b} z/bdw(gc) :/bp(ac)das7 (X) :/Rxdw(a:) :/R:Cp(x)dx,

forniscono rispettivamente la probabilita che X € b ed il valor medio di X. Indicando ora con X (A4, 1)
la variabile casuale associata alla misura di A su ¥ e supponendo che 1) sia normalizzato, troviamo

PMW@zpﬁwAwww}:LdMA¢w» <m¢:AngAww»

D’altra parte, sappiamo che (A)y, = (A, 1)y per cui, se A = A*, risulta essere

[ 2@, viz) = (A)y = (6,00 = [ wd[EA)DI
R R
Risulta allora naturale identificare la funzione di ripartizione con la misura associata ad E(A):

W(Aa ZD; (E) = <EI(A)’¢7 w>'H5;

sicché la probabilita che una misura di A su ¥ cada nell’intervallo b € 95 sara

Pa(bly) :/ (B (A)Y, V) s = (Bo(A), V) us Ey(A) E/ dez(A)'

z€b

Quindi, ad ogni osservabile & associata una funzione di ripartizione, univocamente determinata dalla de-
composizione spettrale dell’operatore autoaggiunto rappresentante 1’osservabile stessa; cio rende chiara
la scelta del secondo postulato di associare a ciascuna osservabile un operatore autoaggiunto.

5.3.2 “Secondo” teorema spettrale e spectral mapping theorem

Dal teorema spettrale sappiamo che ad un operatore autoaggiunto e associata un’unica famiglia spettrale;
vedremo ora che la conoscenza della famiglia spettrale determina completamente lo spettro dell’operatore.
Questo risultato, per via della sua utilita, ¢ spesso indicato come “secondo” teorema spettrale.

(IT TEOREMA SPETTRALE) - Sia A = A*, £(A) la famiglia spettrale di A e Ao € R. Allora
(t1) Mo € p(A) & Ex(A) é costante in un intorno di \o;
(t2) Xo € 0p(A) & Ex(A) é discontinua in Ao;

(t3) Ao € 0.(A) < Ex(A) ¢ conlinua in Ay ma non costante in ogni intorno di Ag.
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Dimostrazione. (t1) Sia Ey costante VA € (A\g — &, \g + ¢€), € € RT: dalla (5.41) segue che Vx € Dy

Ao+e “+o0

(/\ - /\0)2 d<E)\X, X>H + / ()\ — )\0)2 d<IE))\X7 X>H.

Ao+e

)\078
T3 x2, = / (A — 20)? d(Exx, ) + /

—00 Ao—¢€

L’integrale su (Mg — &, Ao + ¢) ¢ nullo, mentre sui restanti intervalli si ha che (A — Xg)? > €?: in definitiva
[ Thox[|3;, > e?||x||3, Vx € Da, ovvero Ry,(A) € B(H) < Ao € p(A) (essendo o,(A) = @). Viceversa,
se Ao € p(A) allora 3¢ € RT tale che || T, x||% > ¢[|x|l% Vx € D4, dunque

/(/\ —X0)? A(Exx, x)3 > &2 / d(BEax, x)%.
R R

Per assurdo, sia IE) non costante in nessun intorno di Ag: allora Vn € RT, n < ¢ 3y € H tale che
(Exg+n — Exg44)y # 0; posto x = (Ex 41y, — Ex,4+5)y € Da nella disuguaglianza precedente, si trova

Ao+n Ao+n Ao+n
/ A= 20)? d(Ery,y)n > 52/ AE\y,y)n > 772/ HENy, y)#,
Ao—n Ao—n Ao—n

il che & assurdo, dovendo essere fAOJrn A=) 2 d(Ery,y)n <7 f/\’\ﬁ: d(E\y,y)#. (t2) Sia Ej discon-

0
tinua in g e definiamo il proiettore Px := lims_,o(Ex, — Ex,—5)x Vx € H: si puo dimostrare che P &

non nullo e che AP & ovunque definito e limitato. Si dimostra allora®® che Vx € H risulta essere
Ao Ao o Ao 550
AIPx:/ )\dE,\x—/ Ad]EAx:/ AE \x 5 )\ Px,
oo —o No—5
per cui APx = \Px e quindi A\g € 0,(A). Viceversa, sia Ao € 0,(A) ed x € M,,: allora
[0 202 dEaxx0n = 13,x13, = 0.
R

Preso € € R, dall'uguaglianza precedente si deduce che fi‘g;s(/\ — X0)?2 d{Exx,x)% = 0, ma
/\0 € /\078 A e
[0 araExnz e [ dBam =< [EaxB Y = 2B -l
in quanto se A € (—oo, A\g — ¢) allora (A — \g)? > 2. Analogamente, si trova che

+o0 +oo
/AO%()\ — X0)? d(Exx, )3 > €2 /AW d(Eyx, x)y = &2 HEAXHHMW = &%||x — Byyrex||3,.

In definitiva Ejy,4+.x 20 gx e Ej),—-x 20, 0, ovvero [ & discontinua in Ag. (t3) Per esclusione:
Mo €0c(A) & Ao ¢ 0p(A) Up(A) & Ey ¢ continua in A\g ma non costante in ogni intorno di Ag. [0

Ritroviamo cosi quanto osservato nell’introduzione: lo spettro puntuale di un operatore autoaggiunto
& composto dai punti di discontinuita della famiglia spettrale ad esso associata. Segue il seguente

COROLLARIO (VALORI SPETTRALI) - Sia A = A*, £(A) la famiglia spettrale di A e Ao € R. Allora
Ao € O‘(A) <~ IP)\O’E(A) = E)\0+5(A) — E)\O+€(A) 7’5 O Vee RT. (543)

OSSERVAZIONE. Gli operatori Py, .(A4) svolgono un ruolo rilevante nella classificazione dello spet-
tro di (4, Dy); infatti, & possibile dimostrare?® che ogni vettore del sottospazio Py, (A)H & un au-
tovettore di A. Di conseguenza, i proiettori Py, .(A) conducono ad una classificazione alternativa
dello spettro di un operatore autoaggiunto, che riportiamo qui per completezza.

95Per la dimostrazione rigorosa vedi C. Trapani, APPUNTI DI TEORIA DEGLI OPERATORI, cap. 4, pg. 84.
9651 veda, ad esempio, C. Trapani, APPUNTI DI TEORIA DEGLI OPERATORI, cap. 4, pg. 85.
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DEFINIZIONE (SPETTRO ESSENZIALE E DISCRETO) - Sia A = A* ¢ Ao € 0(A). Diremo che

0 Ao € 0ess(A), lo spettro essenziale di A, se Ve € RT ¢ dim(IPAO’E"H) = 00;
o A\ € 04is(A), lo spettro discreto di A, se Je € RT t.c. dim(IPAO’E’H) < 00.

Spettro discreto e spettro essenziale sono disgiunti e la loro unione corrisponde a o(A), ovvero
U(A) = Oess (A) U ggis (A)7 Oess (A) N Tdis (A) =0.

D’altra parte, sappiamo che se A = A* allora 0(A) = 0,(A4) U g.(A): ne segue che lo spettro
essenziale contiene lo spettro continuo insieme a tutti gli autovalori di A di molteplicita infinita.
Questa nuova classificazione dello spettro apre ad una vasta gamma di interessanti risultati e
proprieta che non tratteremo qui nel dettaglio®”. Riportiamo solo ’enunciato del seguente teorema,
il quale mostra che alcuni rilevanti operatori di Schrédinger con potenziale V(x) inferiormente
limitato (a.e. 1'oscillatore armonico) hanno solo spettro discreto.

TEOREMA (SPETTRO DISCRETO DI OPERATORI DI SCHRODINGER) - Sia V € C(R) reale t.c.

|z| =00

V(z)>1 VzeR, e V(zx)
Allora (p? +V(q), C°(R)) ¢ ess. autoaggiunto, positivo e o(p? + V(q)) = cais(p> + V(q)).

Concludiamo con le proprieta dello spettro di una funzione di un operatore autoaggiunto. Nel
paragrafo §5.3.1 si & visto che se f : C — C & misurabile rispetto alla famiglia spettrale £(A), allora

A= [ AR, Dy = {xe'H: FOVP (B (A)x, x)n <oo}.
A€o (A) A€o (A)

Inoltre, si e osservato che se f : R — R & sufficiente richiederne la continuita perché essa sia misurabile
rispetto ad una qualsiasi misura definita sulla o—algebra di Borel B di R e che f(A) = [f(A)]*, essendo f
a valori reali. E spontaneo domandarsi se esiste una relazione funzionale tra o(A) e o(f(A)); la risposta
& contenuta nel seguente teorema, noto come spectral mapping theorem.

TEOREMA (SPECTRAL MAPPING THEOREM) - Sia A = A* ed f € C(0(A)) a valori reali. Allora

o(f(A) ={neR : p=f(\), Aea(A)} = f(a(4)). (5.44)

Dimostrazione. Lo dimostriamo nel caso in cui f ¢ strettamente crescente”®. Essendo continua e reale,
f & misurabile ed f(A) autoaggiunto; sia F(f(A)) = {F.(f(A4)), p € R} la famiglia spettrale di f(A):

= =<4X : 2 X, X o .
= [ an ), D - {xen 120 (E, ()50, <

n€a(f(A))
D’altra parte A = A* e quindi, detta E(A) la famiglia spettrale di A, si ha che f(A) si rappresenta
equivalentemente nella forma (5.42), ovvero f(A) = f)\Ea(A) fAN)dEx(A). Adoperando il cambio di

variabile = f(A) e tenendo presente l'unicita della famiglia spettrale, si perviene all’'uguaglianza

[ A = [ FOAE) = B () = Ea4) YA€ o(4),
A€o (A) Aca(A)

Dunque o(f(A)) & completamente determinato da E(A). Infatti, se Ao € o,(A4), allora Ey(A) & dis-
continua in Ao, ma f € C(c(A)) per cui IFf5)(f(A)) & discontinua in f(Ag), ovvero f(Xo) € a,(f(A)).
Inoltre My, = M,y poiché F sy y+ — Fry)- = Ey+ — Ey -. Analogamente, se \g € o.(4) allora
FFf(n) € continua ma non costante in ogni intorno di f(Ag), ovvero f(Xo) € oc(f(A)). In definitiva
f(a(A)) C a(f(A)). Applicando lo stesso ragionamento ad f~! troviamo che f(o(4)) 2 o(f(A)). O

97Per approfondimenti, si veda a.e. M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 2.
98Dimostrazione completa: M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, vol. 1, pgg. 221-224.
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Esempi

o FAMIGLIA SPETTRALE DELL’OPERATORE POSIZIONE SU Lo (R)
Sappiamo che q = q* su Ly(R) e che o(q) = R. Costruiamo £(q) = {E,(q), € R} adoperando la
formula (5.34): tenendo conto del teorema dei residui, si trova che

1 t+06
[Ex(q)] () = lim lim — / (R (@) — R e ()] () d

§—0e—0 272 J_

t+8 ’ t46 /
CICORTE. (/ 4 —/ dt) = X(—o0,¥(®), V4 €Dy,

2m 6—0e—=0\ J_ o x—t' —ae oo T =1+

dove X (s, = 0(x < t) & la funzione caratteristica associata all'intervallo (—oo, t].

o FAMIGLIA SPETTRALE DELL'OPERATORE IMPULSO SU L3 (R)
Sia (p,H'(R)), allora p = p*; per determinare la famiglia spettrale di (p, H!(R)) occorre dap-
prima costruirne I'operatore risolvente. Siano quindi ¢ € H*(R) e ¢ € Lo(R): evidentemente
[Ta(p)¥](z) = =/ (x) + Mp(x) = ¢(x) per F(A) # 0, la cui soluzione generale &

vle) = ()0} @) =1 [ " A g(y) dy.

a

Naturalmente, la costante a € R dovra essere tale per cui ¢ € Lo(R) qualunque sia ¢ € La(R).
Per imporre tale condizione ¢ comodo ricorrere alla cosiddetta disuguaglianza di Young: se

(f % g)(x) = / fWee-ndy = 1 olnm < Ifln@ldne.  (5.45)

Nel caso in studio, un cambio di variabile mostra che 1 & esprimibile come prodotto di convoluzione

v = [ "M () dy SEEL / T Mg — ) de;

inoltre, cambiando gli estremi d’integrazione, si ha che v si riscrive equivalentemente come

+oo

W(@) =1 / e p(a— 1) dt = — / O(—t)eM oz — 1) dt.

— 0o r—a

La disuguaglianza di Young, applicata alle precedenti espressioni, porta a concludere che

(A) >0,

a=—00 = P € La(R) = eMo(t) € L1(R) S(A) >
() < 0.

—
a = +00 = Y € La(R) = eMO(—t) € L1(R) =
Sostituendo le precedenti condizioni nell’espressione integrale di Ky (p), si trova quanto segue:

P erE gy dy se S(N) >0,
{R@]oh@ = {—z [ ey dy se S(N) < 0.
Sicché Ry (p) € una funzione analitica VA € C t.c. $(\) # 0; inoltre, preso ¢ € RT arbitrario, si ha

che VA € R & Ryyie(p) # Rr—ie(p) ovvero” o(p) = R (corollario “valori spettrali”). Possiamo ora
costruire la famiglia spettrale £(p) = {E;(p), = € R} ricorrendo nuovamente alla formula (5.34):

N S
{ [Et (p)] ¢}($) = (%I_I}%) % ig% [Kt’-i—za (p) — R —e (p)] ¢($) dt,
1 t+48 +oo ,
= lim o lim / et @y emelevly () dy d it

9911 risultato & in accordo con quanto trovato negli esempi del §5.2.2 invocando il teorema “spettro di operatori simili”.
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Si noti che Eq(p) & 'operatore associato alla trasformata di Fourier inversa, infatti

) = i e—zwt/i ezt'ye—8|m—y\ /
{Eate]v}e) = o= [ [ Y(y)dydr’,

avendo sottinteso il limite su ¢,4. Il formalismo introduce spontaneamente il coefficiente di
“smorzamento adiabatico” e ¢l*~¥l il quale permette di applicare loperatore di Fourier a
funzioni di Ly(R) (la trasformata di Fourier senza regolatore si applica solo su L1 N La).

FAMIGLIA SPETTRALE DELL'OPERATORE DI LAPLACE SU L»(R)
Sia (p?,H2(R)): sappiamo che p? = (p?)* essendo (p, H'(R)) autoaggiunto. La famiglia spettrale
di (p?,H2(R)) si costruisce a partire da quella di (p, H!(R)), infatti per il risolvente si trova che

Ry (p) = (p* = A1)~ ;A [(p =A™ = (p+ A1) 7] = % ENORE SR

Sostituendo Pespressione di Ry (p) ricavata nell’esercizio precedente, risulta essere

([ (™)]0} @) = 55 [ o) dy

Nella variabile complessa = A2, il risolvente ha un taglio in corrispondenza di R, che costituisce
lo spettro continuo, ovvero o(p?) = R*. Si possono quindi determinare le espressioni per qualsiasi
funzione di p?: dalla formula di Riesz-Dunford si trova, ad esempio, che

(eﬂz‘pz %KH 7”“ dp, = 7%
2m

dove T' & un cammino che racchiude o(p?). In definitiva, tornando alla variabile A2, risulta essere:

(e~ 5 ) 4W/¢ 7{ ﬂﬁmz ydudyﬂ_:v;w/]ﬂ(y)/ﬂf (

2
Prolungando [ e—(aa’+bz+e) q o — \/ge%a_c ad a, b, c € C, la precedente ha come risultato

(e_#lﬂ)(x) = \/;TM/Rei(z_y)?lﬁ(y)dy (5.46)

Sostituendo ¢t — % ed indicando con X(p) := ﬁpQ I’hamiltoniano di particella libera, risulta

)= [I [ gy o

Allo stesso risultato saremmo potuti giungere studiando lo spettro di K (p): infatti, gli operatori
% (p) e p? sono definiti a meno di una trasformazione di scala di parametro A = (2m)~'/2 e (come
vedremo nel prossimo paragrafo) ’azione del gruppo di tali trasformazioni & implementata su Lo (R)
da un operatore unitario (y, L2(R)) tale che K(p) = U 'p2Uy; quindi o(X(p)) = o(p?) = RF
(teorema “spettro di operatori simili”, §5.2.2) ed i due operatori hanno eguale famiglia spettrale.

/ Wy (y) dy d p,

1t2A2 _Z>\|rc—y‘) d dy
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5.4 Gruppi unitari ad un parametro e Teorema di Stone

Questa sezione completa 'introduzione ai concetti di base per la comprensione della struttura matema-
tica della Meccanica Quantistica. Gli strumenti esposti finora consentono di descrivere per lo piu gli
aspetti stazionari della teoria; la dinamica, invece, e regolata dal quarto postulato e si basa essenzial-
mente sulla teoria dei gruppi ad un parametro di operatori unitari in spazi di Hilbert ed, in particolare,
sul teorema di Stone. Al fine di enunciare quest’ultimo teorema, richiamiamo alcune definizioni.

DEFINIZIONE (CONVERGENZA FORTE) - Una successione { Ay, }nen di operatori di B(H), H di Hilbert,
st dice fortemente convergente se {A,X}nen € fortemente convergente ¥Vx € H, ovvero se

JAe Z(H)  tale che  ||(An — A)x|,, =50 VxeH.
In tal caso, si dira che A € L(H) ¢ il limite forte di {A,}nen e si scrivera A = s—lim,, A,,.
Si puo dimostrare che se {A, },en € B(H) converge fortemente!??, allora A = s-lim,, A,, € B(H).

DEFINIZIONE (GRUPPO UNIPARAMETRICO FORTEMENTE CONTINUO) - Sia {B:,t € R} una famiglia di
operatori di B(H). Diremo che tale famiglia individua un gruppo ad un parametro di operatori se

BtBt/ = Bt+t’ Vt, tl S R (548)

In particolare, il gruppo uniparametrico {By, t € R} si dice fortemente continuo se
Sftlintl By =By, VitoeR equivalentemente VxeH Bix 1ot Bi,x Vitg €R,
—to

ovvero se la funzione Byx :t € R Byx € H ¢ continua Vx € H.

Pertanto, un gruppo ad un parametro di operatori ¢ un omomorfismo dal gruppo additivo (R, +)
nella C*—algebra B(H), ovvero pud essere rivisto come una “rappresentazione” di (R,+) su H. Si noti
che dalla (5.48) seguono le proprieta By = 13 e B; ' = B;: infatti, posto ¢ = 0 nella (5.48) si trova
BoBy = By = 14 By Vt' € R; inoltre 1y = B; !B, e quindi B_; = B; 'B,_, = B; ! Vt € R.

In relazione ai gruppi di operatori si usa introdurre il concetto di generatore infinitesimale del gruppo.

DEFINIZIONE (GENERATORE INFINITESIMALE) - Sia {B;, t € R} un gruppo ad un parametro di operatori
definiti su H. L’operatore (A, D) é detto generatore infinitesimale del gruppo {B:, t € R} se

Ax := lim M
t—0 t

B, —1
Vx € Da, Dy = {x cH:3 1im(t”)x}. (5.49)
t—0 t

Il generatore infinitesimale puo essere rivisto come “derivata forte” del gruppo rispetto al parametro
da cui esso dipende: infatti, tenendo conto del concetto di limite forte ed essendo By = 14, possiamo

definire 'operatore derivata forte Sf% come limite forte del rapporto incrementale, sicché su D »4
B — B dB
A= s lim —+—=9 = A=s—1 .
t—0 t dt |,_,

100Rjcordiamo che per una successione di operatori {An }nen di B(H) tre tipi di convergenza hanno maggior rilievo:

o convergenza in norma (o uniforme), ovvero se 34 € Z(H) tale che ||An — Al g3 Rima-sNyOR

n—00

o convergenza forte, ovvero se 3A € Z(H) tale che ||(A — Ap)x|ly —— 0 Vx € H;

n—o0o

o convergenza debole, ovvero se 34 € L (H) tale che || f(Anx) — f(AX)|lyyy —— 0 VxeEHeVfeEH.

Nei tre casi si usa dire che A € Z(H) & rispettivamente il limite uniforme, forte e debole di {An}nen. Si pud dimostrare
che conv. uniforme = conv. forte = conv. debole e che se dim(H) < oo allora conv. debole = conv. forte; esistono
tuttavia esempi di spazi infinito dimensionali sui quali convergenza debole e forte sono equivalenti, come ad esempio £1 (R).
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Ad ogni gruppo uniparametrico fortemente continuo di operatori corrisponde un generatore infinitesi-
male densamente definito. Non dimostreremo questo risultato nella sua generalita ma nel caso particolare
in cui {B¢, t € R} ¢ un gruppo ad un parametro di operatori unitari su H.

Cominciamo col dimostrare che se (4,D4) € autoaggiunto e densamente definito su #H, allora la
famiglia {7;(A) = e**4, t € R} & un gruppo uniparametrico fortemente continuo di operatori unitari.

TEOREMA (GRUPPO UNIPARAMETRICO FORTEMENTE CONTINUO DI OPERATORI UNITARI) - Sia A = A*
densamente definito su H ed E(A) = {Ex, A € 0(A)} la sua famiglia spettrale; sia inoltre

w0 (A) = et = / e AEy(A) (t € R).
A€o (A)

Allora {U;(A),t € R} € un gruppo ad un parametro fortemente continuo di operatori unitari ed 1A & il
generatore infinitesimale del gruppo. Inolire, si trova che Vx € Dy risulta U (A)x € Dy Vt € R.

Dimostrazione. La famiglia {1,(A) = ¢4 t € R} forma un gruppo di operatori unitari: infatti A
commuta con sé per cui Uy (A)Uy (A) = et 4 = (A — q1, 4, (A), inoltre Uy(A) = 1y ed, alla
luce della formula (f4), ¢ [ (A)]* = U (A) = U_(A) = [w(A)]71. Sia ora x € H generico, allora

[t =t = [ e 1P d (B x),,
Aeo(A)

d’altra parte V¢ € R risulta essere |e®'* — 1|2 = 2(1 — cos \t) < 4 ed [e*™* — 1| — 0 per t — 0. Sotto tali
ipotesi vale il teorema sulla convergenza dominata secondo Lebesque'®l, grazie al quale

. o ata—1)2
tlgr(l) H(‘Ut(A) — ]IH)XH,H = /}\EJ(A) tlgr(l) ‘e t 1’ d<lE>\(A)x7 X>,H =0 Vx e H,
ovvero {U:;(A),t € R} & fortemente continuo in ¢t = 0. La continuitd forte in ¢ = 0 implica la continuita
forte Vo € R: infatti, U;(A) ¢ unitario e t' — ¢y — 0 per t' — to, quindi Vx € H e Vito € R si ha che

| (ue (A) — uto(A))xHH = || [t (A) (Ln — utﬂ(A)uto(A))]"H?—[ = H (T — utO*t’(A))XHH %0,

essendo U (A) fortemente continuo in ¢ = 0. Resta da far vedere che 1A & un generatore infinitesimale
del gruppo: per farlo, proviamo che se lim;_,o 1 (7 (A) — 13)x esiste allora x € D4 e che Vx € Dy
risulta essere 1A = s—d; U (A)|t=o. L'ultima parte & ovvia poiché se su D4 la derivata forte esiste, allora

d‘Ut(A) deM o1y +ZtA+O(t2) — 1y
g =5 = s lim =114.
At |, At |,_,  t=0 t
Per la prima parte invece, sia y € Dp con Dp definito come
u(A)—1
DB:{yEH : 3l (A =10y ”)y}
t—0 t
e poniamo 1By = lim;_,q %(‘ut(A) — Ily)y. Evidentemente, Vy,y' € Dp &
1 1
/ T / T ! /
(By,y')y = lim t<(ut(A) — 1)y, 1y >H = lim — ((y, Ugy'), — v,y >H)

o1 .1
=olim —(y, (U-o(4) = 1p)y");, = —Z<y,}g% - (w(4) - 1n)y’>H = (¥:BY )y

101 TEOREMA (CONVERGENZA DOMINATA SECONDO LEBESGUE) — Sia {gn }nen una successione di funzioni misurabili dello
spazio di misura (X,§,p) tale che limy, gn(z) esiste quasi ovunque ed é misurabile. Se esiste una funzione integrabile
g > 0 tale che |gn(x)| < g(x) per quasi ogni x € X ed n € N (ovvero se la successione {gn}nen & dominata), allora
lim gn(z)dp = / lim gn(z)dp.

X X n— oo

n—00

Esso generalizza il teorema di passaggio del limite sotto il segno di integrale; tuttavia, per l'integrale di Riemann &
necessaria la convergenza uniforme di {gn },cn, mentre per I'integrale di Lebesgue ne & sufficiente la convergenza puntuale.
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ovvero B C B*. Ma B D A (per costruzione) ed A = A* ovvero ¢ massimalmente simmetrico, per cui
B = A. Infine, sia x € Dy: U (A) commuta con A ed ¢ unitario, quindi V¢ € R risulta essere

l@ )l = [ afa@E@l = [ 2B <
A€ (A) AEa(A)
di conseguenza se x € Dy, allora anche U (A)x € Dy Vt € R. O

Il viceversa di quanto appena dimostrato costituisce il contenuto del noto teorema di Stone.

TEOREMA (STONE) - Sia {U,t € R} un gruppo ad un parametro fortemente continuo di operatori
unitari su H. Allora esiste uno ed un solo operatore autoaggiunto (A, D), Da = H tale che

U = GZtA VteR.

Dimostrazione. Sia ¢ € C3°(R) e per ogni x € H definiamo il vettore x4 = [ #(t)Uyxdt € H: la forte
continuita di Uy : R — B(H) fa si che 'integrale possa essere inteso nel senso di Riemann. Sia allora
D l'insieme delle combinazioni lineari finite dei vettori del tipo x4: scelta j(t) € C§°((—1, 1)) positiva e
tale per cui [ j(t)dt =1 ed indicando j.(t) = e~'j(t/e), si trova che

= | [ nxar| < s - tox],)

x5, — x|, = H/jg(t)‘utxdt —x
R H (

Ma {1} ¢ fortemente continuo, per cui D = C§°(R). Calcoliamo s—lim,_o +(Us — 13): Vx4 € D &

us - s . - -
lim( >x¢—hm/¢ ( R ) dt——/hmwﬂrxdT:Xﬂw
s—0 S s—0 R s—0 S

essendo 1(¢(7) — (1 —s)) = ¢/(7). Per x4 € D definiamo 1Ax, = x_4: evidentemente Uy, A: D — D,
[Us, Alxy =0 Vx4 € D ed x_g = —Xg per cui Axy = 1Xy; inoltre A C A*, infatti Vx4, %y € D

(U — HH)Xw>

S

<Ax¢, x¢>7-¢ = <X¢’ ¢ ili%

Proviamo ora che A ¢ ess. autoaggiunto. Sia u € D+ con A*u =wu: Vx € Dy = D si ha che

d
dt<‘lltx u>H <zA‘lltx u>H = fz<‘utx, A*u>H = <‘lltx,u>H.

5 = <X¢,2$¢/>H = <X¢,AX1/,/>H.

Sicché A(t) = (Ux,u)y ¢ soluzione di A = £, ovvero A(t) = ce'; ma U ¢ limitato e quindi lo & anche
f(t) e cio accade < ¢ = 0; in modo analogo si prova che A*u = —u non ammette soluzioni non banali.
In definitiva A C A* ed N4 = {0}, ovvero A ¢ ess. autoaggiunto (teorema “sim. vs ess. autoaggiunto”,
§4.4). Resta da dimostrare che Uy = e®*5, essendo (per brevita) B = A. Sia quindi x € D: il precedente
teorema garantisce allora che e*Px € Dg. Sia allora w;, = Uyx—e"Px: tale funzione & a valori vettoriali,
fortemente differenziabile e verifica l'identitd w] = 1AUx —1Be""Px = 1Bw;, quindi

'L<Bwt, wt> + z<wt, Bwt>

dtHthH H

pertanto w; = O ¥t € R. Dunque Ux = ¢"Px Vx € D eVt € R, ma D & denso, quindi 7, = 2. O

Un’applicazione del teorema di Stone & legata alla risoluzione di equazioni differenziali in spazi di
Hilbert. In tal caso, saranno coinvolte funzioni di variabile reale a valori vettoriali del tipo x(:) : ¢t €
(a,b) C R — x(t) € H, per le quali & necessario introdurre le nozioni di continuita e di derivabilita:
diremo che x(t) : (a,b) — H ¢ rispettivamente continua e derivabile in (a,b) se V¢ € (a,b)

x(t) —x(0) _,
IET L

lim ||x(t) =0, Ix'(¢c) e H t.c. lim =0.

t—se ||’H t—c

H

Si noti che la condizione di derivabilita risalta cosa si intende con la richiesta x(¢) € C((a,b)).
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COROLLARIO (EQUAZIONI DIFFERENZIALI IN SPAZI DI HILBERT) - Sia A = A*, Da = H eVx € Dy
st consideri il “problema di Cauchy”

x'(t) = 1Ax(t)
x(0) = x.

(5.50)

Allora, esiste un'unica soluzione x(t) € CH(RY) t.c. x(t) € Da Vt € R, rappresentabile nella forma
x(t) = e"x VteRY. (5.51)

Dimostrazione. Poniamo U;(A) = 4. Cominciamo col dimostrare che x(t) = U (A)x € Da Vx € Da;
per farlo, verifichiamo che il limite lim;_,o (2 (A) — 13)x(t) esiste:
ﬂs(A) B I['H

lim wx(t) = lim Us+(4) = ut(A)x = U(A) lim ———=x

s—0 S s—0 S s—0 S

e lim,o +(Us(A) — 14)x esiste essendo x € D4. Proviamo ora che x(t) € C'(Rg). Per prima cosa
occorre verificare che x(t) € C(R{): evidentemente Vx € D4 e Vs € R{ si ha che

i (6) =), = i (24 4) ~ ()], = 0

essendo {U;(A),t € R} fortemente continuo. La derivabilita di x(¢) si prova nel modo seguente:

lim x(t-i—h})l—x(t) (fuh(AL— Ty z(A)A)x

=0
H

- zAx(t)H = lim
H h—0

essendo 24 il generatore infinitesimale di {%;(A),t € R}. Cid prova che x(t) € C*(R]) e che x(t)
U (A)x ¢ la soluzione del problema (5.50). Proviamo infine che tale soluzione & unica: siano x(t),X(t)
D, soluzioni distinte di (5.50). Allora |[x(0) — X(0)l% = 0; inoltre, tenendo presente che d; [|x(t)||3,

(x'(t), x(t))3 + (X' (t),x(t)) 1 = 2R{(X'(t),x(t))3 }, si trova quanto segue:

Lt) - %012, = 2R {OA(K(D) ~ %(1)), x(1) ~ X(1)),} =0,

ovvero ||x(t) — X(t)|lx =0 Vt € R, essendo [x(0) — %(0)|| = 0. Quindi x(¢) = x(¢) su R{. O

m

Il corollario appena dimostrato mette in evidenza l'importanza che il teorema di Stone ha nelle
applicazioni alla Meccanica Quantistica. Sappiamo infatti che se x(t) € Hs ¢ il vettore rappresentativo
dello stato di un sistema fisico S al tempo ¢, allora deve esiste un operatore (U, Hs) tale che x(t) =
U:x(0). Tale operatore deve essere lineare (dovendo soddisfare il principio di sovrapposizione) ed unitario
(essendo ogni stato ugualmente probabile ad ogni istante); inoltre, ha senso (per gran parte dei gruppi di
trasformazione) richiedere la forte continuita di {7, ¢ € R}. Dal teorema di Stone segue allora che deve
esistere un operatore (A, D4) densamente definito ed autoaggiunto, tale che 7; = ¢*4; in particolare

x'(t) = 1Ax(t) VteR], Vx€Da.

Ma l'equazione di Schrodinger temporale ¢ di questa forma, con la singola differenza che ora A = H,
dove (H,Dp) ¢ 'hamiltoniano del sistema. Di conseguenza, la Schridinger temporale x¢(t) = 1Hx¢(t)
ammette una ed una sola soluzione se e solo se H = H*.

Concludiamo osservando che il teorema di Stone, combinato col teorema di Wigner (vedi §1), implica
una sorta di analogo quantistico del noto teorema di Noether. Per gruppi di simmetria connessi il
th.di Wigner garantisce l’esistenza di un operatore unitario che implementa su H 1’azione del gruppo;
se 'insieme di tali operatori forma un gruppo ad un parametro fortemente continuo, vale il th.di Stone
ed esiste un unico generatore. Quest’ultimo & spesso il rappresentativo di un’osservabile: ad esempio, su
Ls(R) il gruppo delle traslazioni rappresentato su La(R) ha come generatore (nel senso del teorema di
Stone) l'operatore impulso (p, H!(IR)), mentre il gruppo delle rotazioni tridimensionali attorno all’asse
Z ha come generatore 'operatore associato alla componente lungo Z del momento angolare.
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Esempi

Per gli esempi che verranno occorre tener a mente quanto segue. Sia S un sistema fisico preparato
in uno stato & ed A una sua osservabile. Supponiamo che su S agisca una trasformazione 7
appartenente ad un gruppo di simmetria connesso con continuita all’identita (a.e. una traslazione
o una rotazione): grazie al teorema di Wigner sappiamo che tale trasformazione ¢ implementata
su Hs da un operatore unitario U, agente sull’operatore autoaggiunto (A, D4) associato ad A e
su X¢ € Hs. L’azione del gruppo ammette due interpretazioni equivalenti: un’interpretazione
attiva nella quale gli oggetti vengono trasformati a riferimento fissato, ed un’interpretazione
passiva nella quale il sistema di riferimento viene trasformato e gli oggetti mantenuti fissi'®2. In
interpretazione attiva, valgono le seguenti trasformazioni:

A A =utAu,, X¢ ';>X/£ = U-X¢.

In particolare, se Hs = L2(R™) e ¢ € Ly(R™) ¢ la funzione d’onda rappresentante lo stato &, si
avra che ¢/ (x) = U,1(x); d’altra parte il valore della nuova funzione nel punto trasformato deve
essere lo stesso della vecchia funzione nel punto originario, ovvero ¢’(x’) = ¥(x), dove X' = 7x.
Pertanto ¢/(x') = (77 'x’) e quindi, facendo cadere I'indice muto della variabile, si trova che

P(x) —= Y (x) =¢(r7'x),  VxeR®

Negli esempi che seguono interpreteremo sempre in modo attivo I'azione del gruppo.

o GENERATORE DEL GRUPPO DELLE TRASLAZIONI SU Lo(IR3).
Sia Ta(+) : x € R® = Tax = (x +a) € R?, dove a € R?: & banale verificare che {7a,a € R3} ¢ un
gruppo abeliano connesso (a tre parametri). Per il teorema di Wigner, ciascun 7, & “rappresentato”
su Lo(R3) da un operatore unitario U, tale che V1) € Lo(R?) risulta essere

(Uat))(x) = (T 'x) <=  ¢/(x)=¢(x—a) VxR,

essendo (7,)~! = T_a. La famiglia {U,,a € R?} individua un gruppo a tre parametri di operatori
unitari: infatti Va,b € R? e Vi) € Ly(R?) si ha che

(‘Zla‘llb1/)) (X) = ¢(T—a—bx) = (‘Zla+b1/)) (X) = 1/J(T_b_ax) = (‘Ub ‘lla1/)) (X), (5.52)
dalle quali segue che Up = 1, rs) ed (Uy)~! = U_,. Tali operatori sono isometrici, infatti

y=x—a

det J (x,y)=1

a2, o, = / Jpe-a)f’ / Py = 1913,

dove J(x,y) = O(x1,72,23)/0(y1,92,y3) & lo Jacobiano delle trasformazione. Per cui Va € R3
'operatore U, ¢ isometrico, dunque Dy, = Lo(R?) e quindi ¢ suriettivo (Rq, = Dy, = D),
ovvero & unitario (come atteso). Infine, proviamo che {U,,a € R3} & fortemente continuo; per
farlo ¢ sufficiente verificarne la forte continuitd in a = 0: V) € Ly(R?) risulta essere

(2t = L) Bl oy = 21003, ey — 2R{(TUath, ), oy}

posto lim, = lim,, lim,, lim,,, applichiamo il teorema sulla convergenza dominata:

lim . P(x —a)Y(x)dx = / lim ¥(x — a)(x)dx = ||1/JH%2(R3),

a—0 R R3 a—0

1021y interpretazione attiva un osservatore contempla due sistemi fisici ottenuti trasformando 1’'uno nell’altro; in
interpretazione passiva due osservatori, collegati da una trasformazione, contemplano lo stesso sistema.
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essendo C*°(R?) denso in Ly(R?). Pertanto lima—,o R{{Ua®, V)1, r2)} = |[¥[|7,(rs) € dunque

Ay | (2 — 1L2(R3))¢H2LQ(R3) = 2|92, gs) — 2 lim R {{Uath, )1, @)} = 0.

Sia consideri ora il sottogruppo { U, 0,0),a1 € R}: il teorema di Stone garantisce I'esistenza di
un’unico operatore autoaggiunto (A, D4, ) tale che U(ay,0,0) = e'® 41 Determiniamo il generatore
infinitesimo del gruppo: per definizione D4, ¢ l'insieme delle 1) € Lo(IR?) tali che esiste

Uiay.00) — 1
= i M09 “ @) o OUlEn e zs)
a1 —0 al 0x1

76‘11(@170,0)
8&1

i
{11:0

ovvero Da, = {¢p € La(R3) : 9,9 € La(R3)} = H'(R) (essendo x5 ed x3 fisse); allora

Vw S HI(R) (ZAl’l/)) (1'1,$2,$3) = —ai’lp(l'l,l'g,xg) < A1 = ’Li = —p1,
X1 8.231

dove p; := —10,, € la componente dell’operatore impulso canonicamente coniugata ad ;. Pertan-
to, il generatore del gruppo delle traslazioni lungo la componente x1 & (—p1, H (R)) e Va; € R vale
la rappresentazione U, 0,0) = €~ '*P*. In modo analogo si dimostra che i generatori dei sottogrup-
pi{U(0,4,,0: a2 € R} ed {Ug 0,45, a3 € R} sono rispettivamente (—p2, H'(R)) e (—p3, H'(R)). Ma
{Ta,a € R3} & abeliano, per cui [p;,p;] = O Vi,j = 1,2,3 e quindi {Us,a € R*} ha come gene-
ratore I'operatore (p, H'(R?)) dove HY(R?) = {4 € Ly(R?) : 0,,9, 05,0, Op,1 € La(R?)}. Sicché
V1 € Ly(R3) si ha che (Uath)(x) = h(x — a) = e~ 1@1P1e1a2P2£7103P39)(x) ¢ ciod

Uy, = e 2P,

Tale operatore implementa su H = Lo(R?) I'azione del gruppo delle traslazioni tridimensionali.

GENERATORE DEL GRUPPO ORTOGONALE SPECIALE SO(3) sU Lo (R?)

Sia GL(3,R) il gruppo generale lineare, ovvero il gruppo delle matrici 3 x 3 invertibili a valori reali
ed SO3) = {Z € GL(3,R) : 2% = 13 = ZR", det #Z = +1} la rappresentazione naturale
del gruppo ortogonale speciale su R3, ovvero il gruppo delle matrici ortogonali a determinante
unitario. In particolare, sia #Zp € SO(3) una rotazione di un angolo 6 € [0, 27) attorno all’asse Z3:

cosf) —sinf 0
Ry = | sinf cosf 0], (5.53)
0 0 1

per cui Zo(+) : x € R? = Zpx = (w1 cos — x9sin b, x1sin 0 + x5 cosd, x3) € R3 con 0 € [0,27).
La famiglia {%#,0 € [0,27)} individua un sottogruppo ad un parametro di SO(3) e quest’ultimo
¢ connesso: per il teorema di Wigner, I’azione di ciascun %, ¢ implementata su H = Lo(R3) da
un operatore Ug(+) : ¥ € Lo(R3) — (Upth)(x) = (%, 'x) € La2(R?), la cui collezione forma a
sua volta un gruppo ad un parametro fortemente continuo di operatori unitari. Tali proprieta si
dimostrano procedendo come per il gruppo delle traslazioni; vediamo solo 'unitarieta:

y= Qe x

ol o) = [ 087 0 ax [ WeIRdy = 1913, o

det J (x,y)=det Zop=1
quindi Dy, = La(R3), ma (Uy) ™ = U_g (essendo {Up, 0 € [0,27)} un gruppo ad un parametro)
per cui Ry, = L2(R3) ovvero Uy € suriettivo. Alla luce del teorema di Stone, determiniamo il
generatore infinitesimo di {Up, 8 € [0,27)}. Per farlo & comodo ricorrere al fatto che SO(3) & un
gruppo di Lie, ovvero ha la struttura di una varieta differenziabile. In tal caso, & lecito sviluppare
ciascun elemento del gruppo in un intorno dell’identita: allora, per || < 1 ha senso scrivere

By~ 134600,  QeRS,
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Dovendo soddisfare 'identitd, ZT% = 13, la matrice Q € R3*3 dev’essere antisimmetrica:
Ly =Ry Ko =13+ 0Q+0QT +0(0*) = QT =-Q,

avendo trascurato gli infinitesimi di ordine superiore al primo. In particolare, dev’essere

cosf) —sinf O 1 0 0 0 -1 0 0 -1 0
Hy=|sinf cosf O0)]=~|0 1 0J+6|1 0 O = Q=11 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 O

Tenendo presente che %, V= %_p ~ 15—09, ed indicando con 14 il generatore del gruppo, si trova

che V¢ € La(R3) fattorizzabile nel prodotto di una funzione radiale e di un’armonica sferica'®® &

(Up — 11, (ms)) (w1 + Oz, 29 — 021, 23) — Y(21, T2, 23)

(1AY) (x) = lim

¢($1,1‘2, x3) = élm

-0 0 —0 0
. 2
:h(}m%) 01’2({9111[1(1'171'2,1'3) 955;5121/)(3”1, anxB) + 0(9 ) _ (1'28m1 _ x18m2)¢(x)'
Y

Ma £:=qAped £3 = q1p2 — q2p1 £S5, 1(x20z, — 210,,) per cui A = —£5. In definitiva, una ro-
tazione di § € [0,2) attorno ad 23 & implementata in Ly(R3) da un op.unitario 7y rappresentabile
come ’esponenziale dell’operatore associato alla componente lungo #3 del momento angolare

Uy = 6—1923 )

In generale, si prova che se ¢ € [0,27) & una rotazione attorno all’asse 7, allora Uy = e WL

GENERATORE DEL GRUPPO DELLE TRASFORMAZIONI DI SCALA

Sia A € RT e Sy : x € R~ Syx = Ax € R” una rappresentazione del gruppo delle trasformazioni
di scala su R"; si dimostra facilmente che I'insieme {Sx, A € R*} & un gruppo connesso, per cui
Pazione di ciascun Sy ¢ implementata su H = Lo(R™) da un operatore unitario 1. Costruiamo
2y di modo che la collezione {Ux, A € RT} formi un gruppo ad un parametro di operatori unitari.
L’operatore (7A1)(x) = ¥(A~1x) non & isometrico ¥ A # 1 in quanto

n 2 -1 2 y=A"'x n 2
Vi e L®) Bl = [ WOTfax 32 e [ je)Ray,
mentre lo & (U\v)(x) = A~™/2p(A~'x); in aggiunta, tale operatore & unitario, poiché ¥\, X €
Rt e Vi € Ly(R") risulta (U Uyve)(x) = A72(uypyp)(A71x) = (AN) 2 ((AN)71x) =
(W) (x) = (VX)) 29 ((VA)71x) = X2 () (V1) = (Uy W) (%), ovvero

U\ Uy = Uy = Uy Uy, VAN eRT,

e quindi 7 = 1z, gn) ed (1y)~! = Uy-1. Dunque {Uy, A € R*} & una famiglia ad un parametro
di operatori unitari, ma non forma un gruppo ad un parametro di operatori: essa & una “rapp-
resentazione” del gruppo moltiplicativo (R, x) su H = Ly(R™) e non del gruppo additivo (R, +).
Ciononostante, la riparametrizzazione A\ = e! con ¢t € R permette di ottenere il risultato desiderato
in quanto V¢, ¢’ € Re Vi € Lao(R™)

(W) (x) = e~ 3 Mp(e= ) = (Upyp) ().

103passando in coordinate sferiche, si dimostra che D4 & composto dalle 1) € La(R3) fattorizzabili come 1y (1, 0, ) =
R(r)Ye,m (0, 9), 6 € [0,27), ¢ € (—7w/2,7/2); R & detta componente radiale ed Yy ,, sono le note armoniche sferiche.
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Proviamo ora che {7;,t € R} ¢ fortemente continuo: V1 € Lo(R™) si ha che

<w><x>w<x>dx}

n

i 2 2 .
tim [ (2 — L, )%l gy = 21007, ) — 21im @R{ /
=2z ey — 2%{ /Rn lim e % §(e™" %) ¢ (x) dx} —0

avendo applicato il teorema sulla convergenza dominata e tenuto conto del fatto che C>°(R") =
Lo(R™); pertanto {U;, ¢t € R} ¢ fortemente continuo in ¢ = 0 e quindi & fortemente continuo. Nel
senso del teorema di Stone, determiniamone il generatore infinitesimo. Per semplicita, consideria-
mo dapprima il caso n = 1: allora V1) € Dpq, dove Dy, = {¢p € HY(R) : pyp € Dy} (la scelta di
tale dominio, densamente definito in Lo(R), apparira chiara a breve) si trova

e 2 (e7'z) — ¥(x)

(1AY) (z) = lim

t—0 t t—0 ¢
~ i+ (1 £ )t — ) o) + 0] = iy ] 0/ ) — o) + 0|
= — 2/ (z) — %w(x) = —% (a;ddm + (fxx)ﬁ#(x)

In definitiva abbiamo trovato il generatore infinitesimo A = §(xd, +d, x), ovvero

1
A=—C(ap+pa), Da={ycH'(R): py €Dy}
La generalizzazione al caso n—dimensionale ¢ immediata, infatti V1 € Dy, si trova che

_ ., 2-n
A=—ga-p 2

p-q

QUANTIZZAZIONE GEOMETRICA
Vediamo come si trasformano (q, Dy) e (p, H'(R?)) sotto traslazioni e rotazioni. Avendo interpre-
tato attivamente 1’azione del gruppo sui vettori di stato, adopereremo la trasformazione

AD A =utAd,.

La determinazione di tali leggi di trasformazione permettera di ricavare le usuali regole di com-
mutazione tra le componenti di q,p ed £. Tale procedimento, del tutto generale ed estremamente
elegante, ¢ noto come “quantizzazione geometrica” e riflette I'importanza che la Teoria dei
Gruppi ha nella comprensione delle teorie fisiche ed, in particolare, della Meccanica Quantistica.

o TRASLAZIONI. Cominciamo dall’azione del gruppo traslazionale su (q, Dy ), dove q = (41,92, q3)7
¢ la tripla di operatori di posizione in R3. Allora, V¢ € Ly(R3) abbiamo che

(a'%) (%) = (Ua'9Uat)) (x) = (aUat)) (x +a) = (x + a) (Uat)) (x +2) = [(q + alp, @) Y] (%),
avendo osservato che qi(x +a) = (x + al 1, gs))¥(x). Essendo valida V1) € Ly(R?), dev’essere

Ta
== q =q+al,(gs); (5.54)

si noti che o(q') = o(q) e ¢ = q'" essendo U, unitario (teorema “spettro di operatori simili”,

§5.2.2). D’altra parte, sappiamo che (p = (p1,p2,p3)T,H'(R?)) ¢ il generatore del gruppo delle
traslazioni: adoperando una trasformazione infinitesima, troviamo

q+aly, g =e?Pge "% = (L, re) +a-p)q(lr,ms) —a-p) =q—2[q(a-p),(a-p)ql,

101



trascurando gli infinitesimi di ordine superiore al primo in a. L’uguaglianza precedente va letta
componente per componente: [(ql, q2, C|3)T (a-p),(a-p) (ql, 42, qg)T] =1 (al, a27a3)T, per cui

[qlapl] = Z]ILQ(R))
a R +a s +a s =1a <~
1[q1, p1) 2091, p2] 3[q1, ps3] 1 (41, 7] = © = [q1, ps],
a2, p2] = o1, (®),
ai[qz, p1] + az[qz, p2] + aslqz, p3] = a2 — 2
[42,P1] = O = [g2, 3],
a1]as, p1] + az[qs, p2] + aslas, ps] =z = 9, ps] = 1L, (m),
93, p1] = O = [q3, p2).

In definitiva, le precedenti condizioni si riassumono nella nota regola di commutazione canonica

(96, 95] = 205511, () (5.55)

Naturalmente, 'operatore impulso (p, H!(R3)) ¢ invariante sotto traslazioni in quanto [p;,p,] = O
per i,7 = 1,2,3, essendo {Ta,a € R3} un gruppo abeliano.

o RoTaziont. Consideriamo rotazioni di 6 € [0,27) attorno a 2: allora V) € Ly(IR?) risulta
_ %
(a'0)(x) = (U5 'ato) (x) = (aUs) (Zox) = (Boqy)) (x) = 4" q =%,

dove Zy(q1,42,q3)T va inteso come prodotto matrice—“vettore”. Determiniamo le regole di com-
mutazione tra le componenti di q ed £3; come prima, consideriamo una trasformazione infinitesima
e sfruttiamo lo sviluppo %y =~ 13 + 623 (posto Q3 = Q):

(]13 + Gﬂg)q ~ Kyq = 61023(3[672023 = (]le(Rs) + Z@Sg)q(ﬂLz(Ra) — 2923) =q—1 [q, Lg] + 0(92)

Semplificando e trascurando gli infinitesimi di ordine superiore al primo in #, otteniamo la relazione

q1 0 —1 0\ [/q a1, £3] = —192,
q2 ,,93 = ZQ3C| =1 0 0 q2 < [qg,gg] =141,
qs 0 0 0 qs [q37£3] =0.

Analogamente, per rotazioni di ¢ € [0,27) attorno a § e di ¢ € [0,27) attorno a & si trova
rispettivamente [q, £o] = 182q e [q, £1] = 121 q, essendo Zy =~ 13 + ¢Qs € Z, ~ 13 + €y, dove

01 00 0
0 0], Q=]00 -1
0 0 01 0

0
0
-1

Qy =

Sviluppando le precedenti, si giunge alla nota regola di commutazione tra q e £
[0, £5] = 16050k, (5.56)

dove €;;1, € il tensore di Levi-Clivita. Si usa allora dire che q e un operatore vettoriale.
Passiamo ora all’azione di %y (rotazione attorno a 2) su (p, H}(R?)): V4 € Ly(R3) troviamo che

8(‘Ugw)
ox

(P'Y)(x) = —1.%0 (Zox) = (Zop1)) (%) — p 2% ' = Bop.

Come ¢, anche p & un operatore vettoriale e soddisfa pertanto la regola di commutazione

(i, £5] = 1€051Pk- (5.57)
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Diversamente dal gruppo delle traslazioni, il gruppo SO(3) & non abeliano per cui ci aspettiamo
che le componenti del generatore £ non commutino tra loro. Siano %, %, e %5 gli operatori di R3
associati alle rotazioni attorno agli assi z,y e 2, rispettivamente: consideriamo quindi la seguente
composizione di rotazioni infinitesime:

Ry g Ry g R20%0 0 ~ (13 — 090) (15 — 0 ) (13 + 092) (15 + Q) = 1 — 6°[Qy, Q] + O(6°).
Tenendo presente la forma della matrici Q; per i = 1,2, 3, troviamo che [Q1, Q2] = Q3 per cui
%2_791%1_,61’%279%1’9 ~ 13— 9293 ~ 3_7;2

Pertanto, gli operatori ¢; per i = 1,2, 3 dovranno soddisfare un’espressione analoga, a meno di un
fattore di fase w = w(1,2) (legato alla non—commutativita tra £1 ed £2), in altre parole

Vi € Ly(R?) (U U U p Uz p0b) (X) = € (Us p210) ().
Per trovare le regole di commutazione, riscriviamo quest’ultima relazione in forma infinitesima:
1r,m®s) — 62 [£1, £o] = W10 Ls o T, ms)(1+w)— 1028, — [£1, £2] =183 — w21 1, (r3),
dove w2 = w(1,2)/6%. Procedendo analogamente per le altre componenti si trova
(L4, £5] = 1€ Lh — w1 1, (r3)-
11 fattore di fase w;; deve soddisfare la proprieta di antisimmetria del commutatore, per cui
€56k — wi L, msy = [£4, £5] = —[£5, &i] = —1€jinLp + wjil 1, w3y <— Wij = —Wji.

Possiamo porre w;; = €% 5k, con fr € RVE = 1,2, 3, di modo che [£;, £5] = 16451 (Lr — Brl 1, ®s));
si puo cosi rimuovere 'identita sostituendo £; — £; + B;lp,rs) per i = 1,2,3

[Qi, ,Qj] = Zéijkﬁk. (5.58)
La sostituzione precedente fa si che U; g — U; 9 = e¥Pie=10%i. tali operatori sono unitari e la loro

collezione forma ancora un gruppo ad un parametro fortemente continuo.

TRASFORMAZIONI DI SCALA DI OPERATORI HAMILTONTANI
Determiniamo l’azione di {Sx, A € R} su (q,Dq) e (p,H'(R™)). Come in precedenza, sia A\ = e
con t € R: Tazione del gruppo su ¢ € Lo(R™) ¢ implementata dall’operatore unitario

(‘Ut?/))(x) = (e*%q-ppr-qd}) (x) _ 67%1/)(67'5)(),

Adoperiamo un metodo alternativo: si noti che se (A,Dy4) ¢ autoaggiunto, allora A™ con n € N ¢
autoaggiunto e densamente definito (vedi §5.3.1) ed ha senso lo sviluppo

1tA - (ZtA)n
e _;::O -

Infatti, si dimostra che I'insieme dei vettori di H per cui la serie ¢ ben definita e convergente ¢ denso
[ ]. Oltre a giustificare la validita degli sviluppi effettuati negli esercizi precedenti, questo
fatto permette di enunciare un analogo per operatori autoaggiunti dell’identita di Hadamard
(5.16): per cui, se (B,Dp) & autoaggiunto ed (A, D,) & densamente definito, si ha che

etBAeitB _ Z t’rbad'rﬁ (A) _ etadB (A)

n=0
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Posto B = Zq-p + @p - ¢, determiniamo ad';(q) ed adz(p): adoperando la (5.55) troviamo

adp(q) =[B,q] =g, ad(q) = [B,[B,---,[B,ql]] = q
n—volte
adB(p) = [va] =-p, ad%(p) = [Bv [Ba T ’[B7p]]] = (71)np
n—volte

Sostituendo le espressioni trovate nell’identita di Hadamard, otteniamo i risultati seguenti:

S: > ¢n S: L (—1)n _
qu’:Z()Eq:etq, p*—w/zo(n)!petp- (5.59)
n= n—

Sia ora A un aperto di R, f: A — R e k € R: diremo che f ¢ omogenea di grado k se Vx € A
fOx) =M f(x), VAIeR™.

Sia quindi V' : R™ — R omogenea di grado k: per ¢ € Lo(R™) 'operatore V(q1,...,q,) & tale per
cul (V(ql, e qn)¢) (x) =V (x1,...,zp)¢(21,...,2,); allora, sotto trasformazioni di scala, si ha

St
V(L. qn) =2 eV (g1, ... q0).
Inoltre, & evidente che p2 =p - p Sty e~2'p2, percid ’hamiltoniano
H=p>+V(q1,...,qn) St g = e 2y 4 eV (qr, ..., qn).

In questa famiglia rientrano #,sc = 5=p? + Fmw?q? ed iy = 5 (p? + p3 + p3) — €2V (g1, 92, 93),
dove V(x1,x2,73) = (2?7 + 23 + 22)7/2 & una funzione omogenea di grado k = —1.
Partiamo dall’oscillatore armonico: si dimostral® che (#y = p? + q%,5(R)) & essenzialmente

autoaggiunto e che o(Hy) = {2n+1}n6N0; ma ‘u;l%sc U, = %p2+%mw2)\2q2 per cui, imponendo
—-1/2

l'uguaglianza dei coefficienti, dev’essere A = (mw) , OVVero

eI @B g A =Yg () = w<n N ;) neN.

Per 71, sappiamo che (% = —%A—r‘l, H? (R3)) (teorema di Kato—Rellich, §4.6.1) & autoaggiunto

e si pud dimostrare che o(#) = {— 55z }nen URS; per cui, posto A = (me?)~?, si ha

4

6_% ln(meQ)(3q.p_p.q) }[H 6% 1n(7n32)(3q.p_p.q) — me4,‘l{)’ — U(}[H) _ _ me U Rar
2n? neN
o GENERATORE DELLE TRASLAZIONI TEMPORALI E TEOREMA DEL VIRIALE
Sia Ty : t € R+ T,(t) = t+s € R la rappresentazione naturale su R del gruppo delle traslazioni
temporali; com’® immediato dimostrare, la famiglia {7;,s € R*} ¢ un gruppo connesso ad un
parametro e la sua azione su Ly(R3) & implementata dall’operatore U tale che V1) € Ly(R3)
¢ (UsY)(x,t) = ¥(x, T, ') = ¥(x,t — s). L’insieme {Us,s € RT} individua un gruppo ad un
parametro fortemente continuo, il cui generatore infinitesimo (ad x € R3 fissato) &
x,t—t') —(x,t oY (x,t 0
U ) —v(xt) _ 0Y(x,t)

(LAY (x,t) = tl,lglo 7 = 5 A= v

104Vale il seguente TEOREMA — (A, D) simmetrico, Dy = H, H separabile; allora A ¢ ess.autoaggiunto se esiste una
base hilbertiana {€n}nen C Da di H tale che Ae; = Xje; con A; € RT per j = 1,2,.... Nel caso di (#,S(R)), si
dimostra che i polinomi di Hermite sono autofunzioni di #p ed il loro insieme forma una base hilbertiana di L2 (R).
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D’altra parte E RSN z%, essendo E l'energia del sistema, per cui ()(x,t) = (e ) (x,0).
Sebbene E non sia un operatore, se ne da ugualmente una rappresentazione al fine di distinguere
la sua azione, una pura traslazione temporale, da quella dell’hamiltoniano (4, Dy/), contenente le
informazioni relative alla dinamica del sistema. Anche # soddisfa I'equazione x’'(t) = —1Hx(t)
per ogni x € Dy e con x(0) = x e nell’ipotesi che # = #*, esiste ed & unica la soluzione

x(t) = e "x teRT, dove b=y

In questo senso va inteso (#,Dy) come il “generatore” dell’evoluzione dinamica di un sistema.
In vista del teorema del viriale, ricaviamo un’importante equazione di evoluzione. Sia (#, D)
Phamiltoniano di un sistema S ed (4, D4) 'operatore autoaggiunto associato ad una sua osserva-
bile: vale allora I’equazione di Hamilton—Ehrenfest'%

L) =)+ () (560

La dimostrazione & immediata: per comodita, poniamoci nell’interpretazione alla Heisenberg della
dinamica e definiamo 'operatore 4y := U, Lau,, dove 1, = e, Allora

d A 04 04
d:) — Z}[ezt}[ﬂe—zt}[ + eltﬂ{ae—zt}[ _ ,Lezt}[ﬂj_[e—zt}[ _ 2[17‘[, /qu] + (m)ﬁ7

ma nella pittura di Heisenberg, i vettori di stato sono indipendenti dal tempo e quindi

(52} -1 o =ttt + ((5) )

Dal momento che i prodotti scalari non dipendono dal tipo di interpretazione della dinamica (alla
Heisenberg od alla Schrédinger), possiamo far cadere i pedici “$” ottenendo cosi la (5.60). A
questo punto possiamo dimostrare la versione quantistica del noto teorema del viriale!?6

105Se 4 non dipende esplicitamente dal tempo, I’equazione di Hamilton-Ehrenfest si riduce all’equazione di Heisenberg—
Liouville A5 = [, Ag], dove 45 := a7t aty. Inoltre [#,4] = O & dy A = 1[#, 45] = O, ovvero l'osservabile A & un
integrale primo del moto se 'operatore ad essa associato commuta con I’hamiltoniano del sistema. Piu in generale, se
(B,Dp) ¢ il generatore di un gruppo di simmetria ed [B, 4] = O, allora 4 & invariante sotto l’azione di tale gruppo.

106 TEoREMA (VIRIALE CLASSICO) — Siano q; coni = 1,2,..., N le coordinate generalizzate di un sistema di N particelle
soggette alle forze F; e K = %ZZ p?/mi l’energia cinetica totale del sistema. Se il moto & limitato, vale l'identita

<K>:_;<§Fi’(h'>’ (5.61)

dove {(--+)) = %fOT( --)dt indica la media temporale sull’intervallo [0, 7).
DIMOSTRAZIONE. Sia G = ), p;-q; il cosiddetto scalare viriale: evidentemente 9¢(p;-q;) = 0 per ¢ = 1,2,..., N quindi,
tenendo presenti le equazioni di Hamilton del moto q; = [qi, H] e che p; = [p;, H], si trova

ic X N N N
T :Z(pi'qi"f‘pi'(ﬁ) ZZmidi'(ii-FZFi'Qi=2K+ZFi'qz'~
i=1 i=1 i=1 i=1

Prendendo la media temporale sull’intervallo di tempo [0, 7], si trova %(G(T) —G(0) =(dt G) =2(K) + (>, Fi - qq): il
membro a sinistra & nullo se il moto & periodico con periodo 7 o se & limitato nell’intervallo di tempo [0, 7].

In particolare, se le forze derivano da un potenziale V' si ha (K) = % >i(Vq;V,di)rs- 1l teorema del viriale & molto utile
in Fisica Statistica: da esso, ad esempio, si ricava elementarmente 1’equazione di stato di un gas perfetto. In tal caso,
il secondo membro puo essere sostituito con un integrale di superficie esteso alle pareti del contenitore nel quale il gas &

inserito: detto d o I’elemento infinitesimo di superficie ed essendo d F; = —Pndo (P indica la pressione del gas), si trova
3 P P 3
—kpNT =(K) = —— ~ﬁ~qda:—/ Vq-qdq=-PV = PV = NkgT,
2 2 Jov 2 Jy 2

avendo richiamato la legge di equipartizione dell’energia ed il teorema della divergenza di Gauss.
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TEOREMA (VIRIALE QUANTISTICO) - Sia (X(p) = 5=-p?, H2(R™)) loperatore “energia cinetica
totale” di un sistema fisico S e sia V : R® — R una funzione differenziabile in R™ tale che
Uhamiltoniano (H = K(p) + V(q), D) € autoaggiunto e densamente definito su Hs. Allora

d
dove ((--+ ))e = ((- - )Xe, Xe)us con x¢ € Hg il vettore rappresentativo di £ € PHs.

Dimostrazione. Sia G = q - p V'operatore associato allo scalare viriale, dove q = (q1,...,qn )
p = (p1,...,Pn)T: gli operatori q e p non dipendono esplicitamente dal tempo, per cui d;(q-p) =
Applicando la formula di Hamilton—Ehrenfest, si trova allora che

<7*Z< vq p > :n<[1327qp]>5+<[‘V(CI)qu]>5

Calcoliamo i due commutatori: osservando che p? = p? + - + p2 | si ottiene

1 1 n
o 0% 0] = o> [k anpe] = ——Zp = 20K (p1, ... Pn).

k=1

Sinoti ora che ([‘V(ql, cesOn), pk]w) (X) = =1 Vy, +105, (V) = 1V, = (zaxk V1, .-, qn)0)(x),
essendo ¢ € Lo(R™) generica; dunque, per il secondo commutatore si trova che

Pl = V(a1 an) bkl =19 - V().
Sostituendo le precedenti nella formula di Hamilton—Ehrenfest, troviamo quanto desiderato. [

In particolare, se d;(q-p)¢ = 0 (cioe se il valore di aspettazione ¢ riferito ad uno stato § stazionario)
si trova un’espressione analoga alla (5.61) nel caso di forze derivabili da un potenziale, ovvero

(K(p))e = %(q'vxq/(q) e

Inoltre, notevoli semplificazioni si hanno se 9 ¢ omogenea di grado k£ € R. In tal caso, vale il noto

TEOREMA (EULERO) - Sia A un aperto di R™ ed f: A — R una funzione differenziabile. Allora
f € una funzione omogenea di grado k € R se e solo se vale l'identita di Eulero

"0
Voo = f

(Vf(x),X)p, = gaci:kf(xh...,xn) Vx e A (5.63)
=1 v

Dimostrazione. Sia f omogenea di grado k ed o € R*: allorax’ = ax = f(x') = off(x) Vx € A.
Differenziando ambo i membri rispetto ad « e tenendo presente che 9,x" = x, troviamo

2 aa{'. ag; Z aF (@, z).
=1 1

k=1

Posto o« = 1 si trova la tesi. Viceversa, supponiamo che f soddisfi la (5.60) e per ogni x € A
fissato, definiamo la funzione g(-) : @ € R* = g(a) = f(ax) — o*f(x) € R: differenziamo ambo i
membri (g & differenziabile, essendo somma di funzioni differenziabili), cosicché

k
fo”le — ka* Tl f(x Zf”” (xy, ... az,)ax; — ka* 1 f(x) = —g(a).
i=1 @
Naturalmente, la soluzione generale della precedente equazione differenziale & g(a) = ce®!n<;
d’altra parte 0 = g(1) = ¢ per cui g(a) =0 Va € R, ovvero f(x) = o* f(x) Vx € A. O
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Applicando quest’ultimo alle relazioni precedenti (posto N = 1 nel caso classico) si trova

k k
Infine, va notato che I’ “operatore viriale” G = q-p ¢ legato al generatore del gruppo delle trasfor-
mazioni di scala: il generatore infinitesimo A = —21(qp + pq) tiene conto, a meno del segno, del

giusto ordinamento al passaggio dallo scalare classico G = gp allo scalare quantistico G = qp. Inol-
tre, il risultato del teorema del viriale quantistico puo essere dedotto trasformando # = K (p)+7(q)
rispetto ad Sy, nell’ipotesi che ¥ : R® — R sia omogenea di grado k. Posto n = 1, si ha che

t 2t 2t
H — %[}[’ qp + pq] ~~ e 2 (ap+pp) g7 o= % (ap+pp) — e_Zt?((p) + ekt{V(q) ~ 9 — 2K (p) + ktV(q),

dalla quale, con le dovute semplificazioni, otteniamo la seguente espressione

[#1,qp + pq] = —K(p) + 20kV(q).

Ne calcoliamo il valore di aspettazione rispetto ad un autostato x¢ € Hs di #: per definizione di
autostato, dev’essere Hx¢ = hx¢ con h € R, essendo per ipotesi H = H*, per cui risulta essere

([, A )e = (HAXe, Xe)ns — (AHXe, Xe)ms = (Axe, HXe)ns — (AhXe, Xe)ns = 0,
indipendentemente dalla scelta di (4,D4) con Dy C Hs. Allora ([#,qp + pq] )¢ = 0 e quindi
2 K(p) ) = { V(@) ).

Lo stesso risultato si ottiene nel caso in cui S; ¢ una trasformazione di scala in R™.

OSSERVAZIONE — Dagli esercizi discussi emerge il seguente fatto: 1’azione di un gruppo conmnesso su
L2 (R™) lascia invariate le regole di commutazione canonica. Infatti, dai risultati precedenti, troviamo
rispettivamente per traslazioni, rotazioni e trasformazioni di scala le seguenti relazioni:

[q;7p9] = [q; + ai, 0j] = [di,05] = Ay (w)s

] = | 3 (00) i 3 (600) | = 3 (80) 0 (00) ] = 1,

k=1 k=1 k=1
[%P}] = [et%e_tpj =101, (r)-
Indicando con 7 la trasformazione di simmetria, le precedenti espressioni si condensano nella seguente
-1 -1
[, p5] = U (a0, 5] Uy = U0l ) Ur = 01y (w),

ovvero, 'invarianza delle regole di c.c. & strettamente legata all’unitarieta di .. Grossomodo, questo
¢ il contenuto del famoso teorema di Stone—von Neumann (vedi §B), enunciato di seguito.

TEOREMA (STONE-VON NEUMANN) - Siano (q,p), (q',p’) autoaggiunti e densamente definiti su H,H’
rispettivamente. Se (q,p) e (q',p’) soddisfano le regole di c.c., allora esiste un isomorfismo'®”

U:H—H  taleche ¢ =U'qU, p =U'pU.

Pertanto, tutte le rappresentazioni di H che lasciano invariate le regole di commutazione canonica
sono unitariamente equivalenti alla rappresentazione di Schrédinger, ovvero su Lo(R?). In questo senso,
un primo risultato, dovuto proprio a Schrodinger e presentato nel 1926, mostra che la rappresentazione
su Lo(R) (alla Schrodinger) e quella su £5(R) (alla Heisenberg) sono unitariamente equivalenti. Nello
stesso spirito, si puo concludere che la rappresentazione delle posizioni e quella degli impulsi sono uni-
tariamente equivalenti, essendo la trasformata di Fourier—Plancherel un operatore unitario.

107Un isomorfismo U : H — H & un’applicazione lineare e biunivoca che conserva il prodotto scalare, cioé tale che
(X', y" Y = Ux,Uy) = (X,¥)3 VX,y € H. In particolare, un isomorfismo & una trasformazione unitaria se H =H'.
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5.4.1 Evoluzione dinamica e sviluppo in serie di Dyson

Il quarto postulato della Meccanica Quantistica afferma che “I’ evoluzione temporale di un sistema fisico
S tra gli istanti ty e t é realizzata mediante una trasformazione di simmetria T (t,tg) su Hs”. Dall’ul-
timo degli esempi discussi nel paragrafo precedente & emerso che I'hamiltoniano (%, Dy) individua il
generatore di tale trasformazione e che la sua azione su Hs € implementata dall’operatore unitario

Uity = eil(tito)}[ t,tg € RT. (564)

Poiché 7 non dipende esplicitamente dal tempo, ¥ ¢, € soluzione forte del problema di Cauchy

d _
{dtﬂt,tg = —1H Uyy,, (5.65)

‘ll(to,to) = ]lq.[s.

Si vuol determinare U, nel caso in cui # dipenda esplicitamente dal tempo. Il quarto postulato ed il
teorema di Wigner garantiscono che U, ¢ ancora unitario ed U(to,to) = Ly; tuttavia, non & detto
che {U ,,t € RT} formi un gruppo ad un parametro per fissato to, in quanto Vt; € [to, ]

_ w(t,ty,to
Ut Uty 1y = € (&1 )ﬂt,tm

dove w(t,t1,tp) ¢ un fattore di fase dipendente a priori dagli estremi di ciascun intervallo temporale.
D’altra parte, I’associativita del gruppo additivo (R™, +) impone che w(t, 1, t) soddisfi la relazione

w(t,ty,to) = @(t, 1) + @ty to) — @(t, to),
per cui possiamo ridefinire T ¢, — e (t;to) U +, senza perdere in generalita; in questo modo
Up, Upy tg = Uray, Vi1 € [to,t].

Dunque {Uy,,t € RT} forma un gruppo ad un parametro di operatori unitari V¢y € R* con ¢t > .
Supponiamo ora che U, soddisfi un’equazione analoga alla (5.65): identicamente

d d _
ZE Uty = H() Uy, dove H(t) = Z(dt ﬂt7t0> ‘Ut,t10~

Per come definito, #(t) ¢ autoaggiunto essendo U 4, unitario (infatti #H*(¢) —o(ds ‘ll,;tlo)‘llnm ed U*U =
1y = d U= —-uU"d; U) ed ¢ indipendente da ty. Occorrera allora risolvere il problema di Cauchy

d t
{ dt “tto t ( ) t,to <> ut7t0 ]]'HS —1 .‘]‘[(tl)‘ut/’to dtl.

ﬂ(th tO) = ]l’Hsa to
L’equazione integrale precedente puo formalmente essere risolta per iterazione, osservando che
t
. -1 0
Upgy == Im Wy, Uy =Ty =0 /t ul V() A, u) = Ly, (5.66)
0
dove il limite & ancora una volta inteso in senso forte. Si genera in questo modo la serie di Dyson
t ty tn—1
Uy = Z (_Z)”/ / o / H(t)H(ta) - H(tp)dt, ---dtadty. (5.67)
neNg to Jto to

Una forma piu elegante e compatta della precedente puo essere ottenuta introducendo il cosiddetto
prodotto cronologicamente ordinato (semplicemente prodotto T-ordinato) di operatori

T{H (t1)H (t2) - H(tn)} = Z O(tr1ytras .o ton)H(ta1)H (tr2) -+ H(trn),
TESy
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dove S,, & il gruppo delle permutazioni e 8(¢1,...,t,) ¢ la funzione di Heaviside a molteplici argomenti

O(ty,ta,. .. ty) =

1 se t1 >t > > 1y,
0 altrimenti.

Tenendo conto delle precedenti definizioni, il termine n—esimo della (5.67) si riscrive come

t

t t1 tn n
(—z)”/ / H(t)H(ta) - H(tn)dt, - -dtadt; = 1'T< -1 ﬂ(t’)dt’) ,
to Jto nt

to tO

e quindi la (5.67) si riscrive elegantemente in termini del cosiddetto esponenziale T—ordinato:

—1 f;o H(t')dt

ﬂt,to =Te (568)

Se [#H(t'),#(t")] = O per ogni t',t" € [to,t], Vordinamento ¢ irrilevante ed il simbolo T pud essere
omesso; inoltre, nel caso in cui # non dipende esplicitamente dal tempo, la (5.68) si riduce alla (5.64).

Il ragionamento esposto rappresenta grossomodo l'inverso del contenuto del seguente teorema, con
la quale si dimostra (tra le altre cose) che la serie di Dyson ¢ converge uniformemente (ovvero rispetto
alla norma di B(Hs)) ad U 4,. Preliminarmente, diamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE (PROPAGATORE UNITARIO) - Sia {U s, t,s € R} una famiglia a due parametri di opera-
tori unitari definiti su H. Diremo che tale famiglia forma un propagatore unitario se

() U, U s = Us, (b) Uy =1y, (¢) Us & fortemente continuo in t ed s.

TEOREMA (SERIE DI DYSON) - Sia H = H* et — H(t) fortemente continua da R in B(H). Esiste
allora un propagatore unitario {U s, t,s,€ R} t.c. Vx € H il vettore x4(t) = U sx soddisfa I'equazione

xL(t) = —H(t)xs(t), Xs(8) = x.

S

Dimostrazione. Si veda M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATH..., vol. 2, pgg. 282-283. Per
sommi capi il teorema parte dalla definizione della serie di Dyson per U, ; e dimostra che essa converge
uniformemente ad U ;; fatto questo ¢ banale verificare che ¥ ; soddisfa le proprieta di un propagatore
unitario. Infine, 'equazione per x,(¢) la si ottiene differenziando lo sviluppo di Dyson di U, termine a
termine e notando che la serie risultante &€ ancora uniformemente convergente. O

1l teorema richiede che # € B(#): cio non rappresenta una grossa limitazione dal momento che,
nella maggior parte dei casi, la dipendenza di # dal tempo ¢ dovuta al termine potenziale ¥, ovvero
H = K(p) + V(q,t) e Voperatore K(p) & (in generale) non limitato ed autoaggiunto. In tal caso la serie
di Dyson e di aiuto: passando in rappresentazione d’interazione, definiamo

V(q,t) = "X (q, 1) e EP), (5.69)

Pertanto, se t — ¥((-),t) soddisfa le ipotesi del teorema, lo stesso vale per ¢ V((-), t) ed esiste quindi
un propagatore unitario { U s,t, s € R} ad essa associato; dunque, definendo con

U, = e~ HK(P) Elt,s ezs%(p)7

troviamo che, formalmente, I’'operatore U; s soddisfa la seguente equazione

d _ -
E‘Ut,s _ _ZKe—th(ut,Sest — e MK P(t) Ty e % = _Z(g( + q/(t)) U s,
per cul x4(t) = U sx € soluzione in senso forte dell’equazione

Xls(t) = _Z(K(p) + 'V(q,t))xs (t), XS(S) = X. (5.70)
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La precedente puo creare alcuni problemi: 'operatore X U sx = e_“”(‘at,se“g(x puo non esser definito,
dal momento che "Zvltﬁsx puo non appartenere al dominio di X, sebbene x lo sia. Si puo tuttavia dimostrare
che la (5.70) ha senso se la mappa ¢ — [X, V(t)] ¢ fortemente continua.

Lo sviluppo di Dyson & molto utile, ad esempio, nel calcolo delle probabilita di transizione. Sia
XK T’hamiltoniano di particella libera e xi,x; € Hs due autostati di X corrispondenti agli autovalori
Ak, A1 € R, rispettivamente: in assenza di un potenziale esterno, se x; ¢ lo stato iniziale del sistema
si ha che e"%x; = e"**x; ed S restera in x;; se perd accendiamo per un certo intervallo di tempo un
potenziale ¥(t), la dinamica sara data da e~ "X ¢, yx;, e la probabilita che S al tempo ¢ sia in x; & data
dal modulo quadro del prodotto scalare

¢
(x1, €U ox1 )15 = (X167 g ) — z/ (xp, e "M XYt xp ) ys dty + ..
0
¢
= — / e~ Mt R =M () () )xp ) s Aty + O(E2),
0
dove i termini contenuti in O(t?) possono essere stimati calcolando le code della serie di Dyson | ]

5.4.2 Formula di Lie-Trotter ed integrale lungo i cammini di Feynman

Concludiamo il capitolo con ’analogo per spazi di Hilbert infinito dimensionali della formula di Lie
(5.13), che avevamo dimostrato nel §5.1.2 per spazi di dimensione finita. Quanto enunceremo di seguito
costituisce un caso particolare di un teorema dimostrato da H. Trotter, specializzato al caso di gruppi
ad un parametro di operatori unitari generati dalla somma di due operatori autoaggiunti.

(FORMULA DI LIE-TROTTER) - Siano (A,Da) e (B,Dp) autoaggiunti e densamente definiti su H, con
H di Hilbert; sia inoltre (A + B,Ds NDg) autoaggiunto. Allora, vale la formula di Lie—Trotter

cHAYB) _ o fim (enA/nenB/ny. (5.71)

n— oo

Dimostrazione. Siveda M. Reed, B. Simon, METHODS OF MODERN MATH..., vol. 1, pgg. 295-297. [

Si puo dimostrare che la formula (5.71) ¢ ancora valida se A = A*, B = B* e se (A+ B,D4sNDp)
¢ essenzialmente autoaggiunto | ]; inoltre, se A e B sono inferiormente limitati, si ha che

e — - tim (emtA/memtB/m)" (5.72)

n—oo
La formula di Lie-Trotter ha grande utilita in Meccanica Quantistica ed in Teoria dei Campi; ne
descriviamo qui una delle principali applicazioni. Sia (p?, H?*(R)) P'operatore di Laplace su La(R) e
%(p) = 5p* Phamiltoniano di particella libera: si & visto che o(%(p)) = o(p?) = R* e dalla formula di
Riesz—Dunford si & ricavata 1’espressione (5.47). Lo stesso ragionamento puo ripetersi per (p?, H?(R?))

e K(p) = 5 (p? + p3 + p3): dalla (5.47) e dalla commutativita delle componenti di p, segue che

Ve LyR?) (e X®)lp)(x) = (27:”)/ 5t Py (x) d X', (5.73)
R3

Sia ora ¥ € La(R3) + Loo(R3): poiché (p?,H2(R3)) & autoaggiunto, ¢ possibile invocare il teorema
di Kato—Rellich e concludere che 1'operatore hamiltoniano (}[ = X+ 7, IH2(R3)) ¢ autoaggiunto.

Applicando allora la formula di Lie-Trotter, troviamo che Y1) € Lo(R?) risulta essere

(efztil{(q,p)w> (X) _ |: lim (efztweflt@> (efltyeflt@) 1/):| (X)
n— oo

n—volte
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—1tﬂ(/n€—zt7//n

Calcoliamo uno degli n termini coinvolti nel limite: per semplicita, sia 2 = e , allora

3
t 2 anm / at /
( - (p)e ‘V(CI),LZ)) (X) _ (mn) /RS o5 |x—x ‘27W‘V(x )w(xl) dX/,

2mit

essendo ( (91,91, 91 w) x1,x2,x3) = V(x1, 22, x3) (21, T2, 3); quindi, avremo che

3
nm 2 anm ’12 1{
e T\xfx [“—Ly(x
(2mt) /Rse (ﬂw)( 0d
5
( ) / / e mm \x—x/|2+|x’—x”|2)—%(’V(x/)+”l/(x”))w(xl/)dx//dx/.
2mat R3 JR3

In definitiva, introdotte le variabili xg = x, x; = X’ ed x93 = x”, troviamo al passo n—esimo

at l g —xp_11% x
(ﬂnw)(XO) N (27T2t) /Rs /]Rise” i 2 v Ve k))w(xn)dxn"'dxb
Passando ora al limite per n — oo, otteniamo come risultato la seguente espressione
(e %) (x0) = lim. <2m> [ e D) dxy - dxr,
t i ‘Xk — kal‘
Sn(X0y .-y Xn;t Efg " 9 .
(%o Xnit) n <2m t/n (k)

k=1

[2(av)] (x)

(5.74)

Oltre ad essere soluzione esplicita dell’equazione di Schrodinger temporale con condizione iniziale
¥(x,0) = 1(xp), la formula (5.74) “introduce” il concetto di integrale funzionale, dedotto da R. P.
Feynman nel 1948 sulla base di considerazioni puramente fisiche. Per dare un’idea del ragionamento
seguito da Feynman, facciamo corrispondere ad m € RT, ¢ : R® — R ed (x¢,0) rispettivamente la
massa di una particella classica, il potenziale al quale essa e soggetta e lo stato iniziale del moto della
stessa nello spazio delle configurazioni. Se allora (x,t) indica lo stato finale del sistema, sappiamo che a
clascun cammino ammissibile x(7) (ovvero di estremi (xg,0) ed (x,t)) & associato il funzionale azione

SOl = [ 2 xm)ar= [ (Smlsnf - () ) an (5.75)

dove L = L(x(7),%(7)) & la funzione lagrangiana
associata al sistema. In accordo col principio
di minima azione di Lagrange, la traiettoria clas- “n-”\
sica della particella sara descritta dal cammino N,
x.(7) che rende stazionaria 'azione, e cioe sod- N
disfacente 1'equazione di Eulero—Lagrange m%(t) =
—Vx‘V(X(t)). A questo punto, suddividiamo
I'intervallo temporale [0,t] in n—sottointervalli di ¢
ampiezza At ed individuiamo nei vettori {x; = (xy, 2¢/n) 1= 2,1

x(kAt)}g=01,.n 1 vertici di una poligonale I',, ap- Velocity = =575
prossimante il cammino ammissibile x(7) (vedi figu- (x. $/7)
ra); in questo modo, la quantita S,(Xo,...,Xn;t) X 10 P
corrisponde proprio all’azione classica (5.75) calco- (£, 0) Velocity =
lata lungo I',,: infatti, nel limite per n — oo si ha £ 3 ——
che At — 0 e quindi R

lim_S,( 0= tim 3 (SmPEXE ) s = s

Jim S, (%o, .., Xp;t) = lim 5™ Al X, = S5x(")]p-

k=1
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Naturalmente T',, — x(7) dunque, detto C(xo,0; x,t) := {x(7) : x(0) = x0, x(t) = x} I'insieme di
tutti i cammini ammissibili tra (xg,0) ed (x,t), troviamo che la (5.74) si riscrive elegantemente come

3n

(eﬂtﬂ(qvp)w) (x0) = /Cezs[x(T)]Bi/)(x(T))Dx(TL Dx(7) := lim (nm ) N kf[lka- (5.76)

n—oo \ 2wt

L’integrale (5.76) prende il nome di integrale di Feynman lungo i cammini e 'insieme C(x, t; X¢, 0)
& detto spazio dei cammini di Feynman. Dal punto di vista matematico, 'integrale (5.76) non definisce
rigorosamente un integrale funzionale: si puo infatti dimostrare [ ] che i cammini di Feynman
sono continui ma non differenziabili in alcun punto (dunque ¢S diverge) e che la quantita Dx(7),
formalmente introdotta in (5.76), non soddisfa la proprieta di o—additivita (dunque non definisce una
misura su C(x,t;X0,0)). Tuttavia, l'integrale di Feynman puo essere reso rigoroso prolungando analiti-
camente la (5.76) tramite la cosiddetta rotazione di Wick t — 1t: in questo modo, I'integrando decresce
esponenzialmente e la misura, nota ora come misura di Wiener!'%%, & ben definita.

Dal punto di vista fisico, la formula (5.76) descrive ’evoluzione del sistema dallo stato iniziale (xg,0)
a quello finale (x,t). Introducendo quindi il cosiddetto propagatore quantistico

G(x,t;%0,0) ::/els["(T)](t)Dx(T)7 (5.77)
C

(detto anche nucleo integrale di e~ o funzione di Green dell’op.di Schrédinger e spesso indicato con

K(x,t;%0,0) 0 (x0,0]x,t) = (X|U0|X0), in notazione di Dirac), la (5.76) si scrive equivalentemente come

P(x,t) = /]R3 G(x,t;X0,0)1(x0,0) d xg. (5.78)

La formula (5.78) evidenzia il contenuto dell’interpretazione di Feynman dell’evoluzione temporale:

ogni cammino indipendente x(1) € C(xq,0;x,t) contribuisce alla probabilita P(xo,0;x,t) x
|G (x0,0;%,1)|2 che il sistema evolva da (xg,0) ad (x,t) con un fattore di fase eSEM | dove
S[x(7)]§ e lazione classica associata al cammino x(1) e G(Xo,0;x,t) ¢ il propagatore (5.77).

In altre parole, I'idea di Feynman'®? & quella di associare un’ampiezza di probabilitd ad ogni cammino

ammissibile ed ottenere 'ampiezza totale sommando su tutte possibili alternative disgiunte, in accor-
do con il principio di sovrapposizione. Questo fatto va letto con cautela: ciascun cammino, infatti,
contribuisce con un fattore di modulo unitario e la somma & estesa ad infiniti cammini; ciononostante,
Pintegrale in (5.76) ¢ una quantita finita. La chiave di questa apparente contraddizione risiede nel modo
col quale cammini diversi interferiscono tra loro''?: cid che si scopre & che gli unici contributi non
nulli all’integrale (5.76) sono dovuti a cammini x(T) prossimi al cammino classico X.;(T), in corrispon-
denza del quale I’azione e stazionaria. Cio emerge in modo naturale ripristinando nella rappresentazione
di posizione di p su Lo(R3?) il fattore A, sicché la (5.76) si riscrive come

(e—%tﬂ(q,p)w) (x) = /ce%S[X(T)]Bw(X(T))Dx(T). (5.79)

108Gia nel 1925 N. Wiener aveva introdotto il concetto di integrale funzionale lungo un random walk nello studio dei
processi di diffusione. La connessione con 'integrale di Feynman non & casuale: sotto rotazione di Wick, la Schrédinger
temporale & un’equazione di Fokker—Planck, I’equazione di riferimento nello studio dei processi di diffusione normale.

109Gia P. A. M. Dirac nel 1933 aveva avanzato un’idea simile: egli era giunto ad affermare che il propagatore infinitesimo
doveva “corrispondere” alla quantitd e*°, dove S & Dlazione classica calcolata lungo il cammino classico. Fu merito
di Feynman esprimere il propagatore finito come infinite convoluzioni del propagatore infinitesimo secondo la (5.76)
mostrando, inoltre, che ad esso contribuisce equivalentemente ogni cammino ammissibile e non solo quello classico. Si
veda [ | per approfondimenti e [ ] per una descrizione delle idee e delle vicende che hanno condotto alla formula
(5.77).

10Un analogo dell’esperimento delle due fenditure, nel quale il sistema attraversa simultaneamente ciascun cammino.
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Siano quindi x(7),

x(7,€) € C(xg,0;x,1t) tali che x(7,€) = x(7) + en(r), con ¢ € R™ arbitrariamente

piccolo ed n = n(7) continua su [0, t] e tale per cui (0) = 0 = n(t) (in caso contrario x(7, ) non sarebbe
un cammino ammissibile). Sviluppando S[x(7,¢)]} in un “intorno” di x(7) si trova quanto segue:

stxrelly = [ Lheox)dr e [ (20X 4O, o,

L2 92L(x, %)

g2 [t (9°L(x,%
#nanb+2
21 Jo

Ox,0xyp

92L(x, %)

. L. 3
%, 0%, NaMp + —F— 77a77b> dr+ 0(6 )

0%, 0%y

Introducendo quindi l'operatore di derivata funzionale di S[x(7)] rispetto al cammino X(7)

PSR
ox(t) = e=0 €

0x(1)

SE(r )6 = SEMIG _ /t (3L(§(T)7§(7))
0

d OLX(7),%x(7))

T ok )dT, (5.80)

possiamo riscrivere S[x(7, )] come uno sviluppo in serie funzionale di Taylor intorno ad x(7):

ISX(M)lo
0x(T)

<2 525[x)}
2R |

+O(e?). (5.81)

X=X

Poiché i contributi in ampiezza dovuti a ciascun cammino si sommano, troviamo dalla (5.81) che

X=X

G(x0,0;%,t) ~ e#SXMIG (1 + exp {;625[36(7)}6%

avendo trascurato gli infinitesimi di ordine superiore al secondo
in . Troviamo cosi che il termine che contribuisce alla differen-
za di fase tra i due cammini, e che quindi regola 'interferenza
tra i corrispondenti contributi in ampiezza, ¢

2
exp { S0RSIK e+ 000 SR sy -
Di conseguenza, se x(7) € un cammino generico, non conta
quanto piccola sia la variazione en(7): nel limite per i — 0
la differenza di fase tra i cammini sard comunque grande e
Vinterferenza distruttiva. Se invece x(7) = x(7), allora
0z S[X(7)]hlz=x,, = 0 ed alla differenza di fase contribuisce
maggiormente il termine in €2, per cui nel limite 7 — 0 a

" ;a@smr)}m;_x} )

paths interfere q
constructively e
N ——

iﬁaths interfere
destructively

piccole variazioni di x.(7) corrispondono piccole differenze di fase e l'interferenza tra i cammini &
costruttiva (figura a destra). Pertanto, se il problema ¢ classico (ovvero se S[x(-)]§ > h), la maggior
parte del contributo al path integral proviene dai cammini ammissibili prossimi al cammino classico.
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6 Distribuzioni e trasformata di Fourier

Sovente in Fisica risulta necessario generalizzare il concetto di funzione (e.g. per descrivere una carica
puntiforme in Elettrodinamica oppure un punto materiale in Meccanica), sostituendolo con quello di
funzionale, i.e. un’applicazione da un opportuno spazio di funzioni in un campo K. In questa sezione
analizzeremo le proprieta di una particolare classe di funzionali, detti distribuzioni'!!. Cominciamo con

Pelencare alcune proprieta elementare alle quali tali entita devono soddisfare | I:
a) ogni funzione continua dev’essere una distribuzione;
b) le derivate parziali di una distribuzione devono essere ancora distribuzioni;
¢) per funzioni differenziabili la nuova nozione di derivata deve coincidere con quella usuale;
0) devono essere soddisfatte le usuali regole di calcolo;
¢) deve esistere una nozione di convergenza tale da gestire gli usuali processi di limite.

Al fine di motivare le definizioni che verranno, restringiamo per un attimo ’attenzione al caso K = R
edn =1. Sia f € L1 10.(Q) (vedi Esempi, §4.4), con  un aperto non-vuoto di R e ¢ una “funzione
di prova” (equiv. “funzione test”) appartenente ad un’opportuno spazio: l'idea & reinterpretare f
come quell’applicazione che assegna a ciascuna ¢ il numero fQ f(z)¢(z)dz. Occorre allora specificare
un’opportuna classe di funzioni di prova. A tal proposito, introduciamo la cosiddetta | ]

(NOTAZIONE MULTI-INDICE) - Sia a; € Ng peri=1,2,...,n. Chiameremo multi—indice « la n—upla
a = (o1, Qg,...,q); tnoltre, posto x € R™, definiamo con i simboli M*(x) e 0F le quantita
(6% (653 [o'F (6% 3‘04
MY (x) = x{wy? -z, 0% = armar A (6.1)
Xy ) T
dove |a] == a1 + as + -+ + a, € Ny € detto ordine della derivata e 0., = % peri=1,2,...,n.

Ricordiamo inoltre le seguenti definizioni relative ad insiemi e funzioni a supporto compatto.

DEFINIZIONE (INSIEME COMPATTO) - Sia © un aperto di R™ ed ' un suo sottoinsieme. Diremo che
\ . A . . =/ . . .
Q' ¢ compatto in Q sse Q' ¢ limitato ed Q0 C Q; scriveremo quindi ' € €.

DEFINIZIONE (FUNZIONE A SUPPORTO COMPATTO) - Sia f € C°(Q,R), Q un aperto di R". Detto
O ={xeR" : f(x)# 0}, definiamo supporto di f in Q ’insieme supp(f) := O. In particolare, se
supp(f) € Q diremo che f ¢ una funzione a supporto compatto in Q.

6.1 Spazio D(Q?) delle funzioni di prova

Sia ora C§5°(2) lo spazio delle funzioni infinitamente differenziabili a supporto compatto in  C R™. In
C§°(9) ¢ possibile introdurre una nozione di convergenza, basata sulla seguente

DEFINIZIONE (SUCCESSIONE NULLA IN C5°(Q?)) - La successione di funzioni {¢,}ven, ©n € C5°(Q2) per
ogni v € N ¢ una successione nulla di C§°(Q) sse soddisfa le sequenti condizioni:

1) esiste un compatto K C Q t.c. supp(p,) C K per ogni v € N;
1) per ogni multi—indice o € N}, {020, (x)}ven converge uniformemente a zero, i.e.

lim sup {|0g ¢, (x)|} =0, Vo eNg. (6.2)
V—r00 xeR’n

H1per una trattazione pit approfondita, rimandiamo il lettore alle monografie: I. M. GEL’FAND, G. E. SHILOV — Gener-
alized functions. Vol. I, III, Academic Press (1984); V. S. VLADIMIROV — Methods of the Theory of Generalized functions,
Taylor & Francis (2002).
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Segue che, data ¢ € C5°(Q), allora ¢, = ¢ in C§°(Q) se {p, — ¢}, en & una successione nulla. Indichiamo
quindi con 7 la topologia indotta su C§°(€2) dal precedente concetto di convergenza.

DEFINIZIONE (SPAZIO DELLE FUNZIONI DI PROVA) - Si definisce spazio delle funzioni di prova
D(Q) lo spazio topologico D(Y) := (C§°(Q), 7). Se ¢ € D(Q), allora ¢ ¢ detta funzione di prova.

Naturalmente se 1 C Qo = D(Q;) C D(2) e dalla convergenza in D(€);) segue la convergenza in

D(Q2) | ]. Un esempio di funzione di prova non—nulla ¢ la funzione a cappello
2
A w.(z) = { Ce &%,  zTE, (6.3)
0, x ¢ U,
we () con U == {zx € R : |z| < e}, e € RT e dove ¢ soddisfa

la condizione [p w.(z)dz = 1 (infatti w. svolgera tra breve
il ruolo di funzione di media). Si noti che {1w(z)},en & una
successione nulla, mentre {1w(Z)},en ed {Lw(vz)},en non
lo sono in quanto non soddisfano la 2) e la 22), rispettivamente.

La (6.3) permette di costruire famiglie di funzioni di prova.

wae () E.g., sia A un generico sottoinsieme di R ed A° = {x € R" :
|x —y| <e, Vy € 0A} lo e-intorno dell’insieme A. Detta x e
4 ' +— +—> la funzione caratteristica di A%, introduciamo la funzione
-2 - 0 £ 2z
ne(x) = / Xaze (X )we(x —x')dx'. (6.4)

Si verifica banalmente che la famiglia di funzioni {n., ¢ € R*} soddisfa le seguenti proprieta | ]:

1, x € A%, N _laf
ne(x) = 0. xgA* 0<n(x) <1,  |0gn-(x)] < Hae™ !,

in altre parole 1. € C*°(R"™), per ogni € € R*. Vale allora il seguente

LEMMA (FUNZIONI DI PROVA) - Sia Q un aperto di R™; allora V' € Q esiste n € D(Q) t.c.
nx)=1, VxeQ, 0<nkx) <1

Dimostrazione. Si scelgano A=Q ee = %infxeg,xleag{lx — x'|} nel ragionamento precedente. O

Occorre notare che lo spazio D(Q) non & metrizzabile, nel senso che la topologia 7’ indotta dalla
nozione di convergenza su di esso definita su non puo essere descritta in termini di una metrica. Per
dimostrare questo assunto, ¢ sufficiente verificare che in D(£2) non funziona un procedimento diagonale
tipico degli spazi metrici, descritto dal seguente | ]

LEMMA (PROCEDURA DIAGONALE STANDARD) - Sia (X, d) uno spazio metrico ed {{ac(y”)}yeN}MeN un
insieme di successioni convergenti ad {z")} ,en rispettivamente, con {x")} ey convergente ad z. Allora

(k)

(1) 3{vu}uen C N strettamente crescente t.c. xy,’ converge ad x;

(2) 3{p}ven C N non—decrescente t.c. xt converge ad x.

Dimostrazione. Per def. V€ N, 3{v, },en stret. crescente t.c. L{(I(V“),x“) <27H, Vv >y, per cui

H—>+00
_—

z[(x(“),x) < tf(m,(f:),x(“)) + zf(x(“),ac) <5+ Lf(x(“),x)

(2%

0,

da cui segue la (1). Per provare la (2), procediamo per induzione. Passo 1: z") — z = 3, € N
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t.e. d(x(#) x) < 271 mentre 2 — 2 = ;€ N tc L{(o:,(ﬂl),zm) < 271, Vv > vy, per cui
d(z9) 2) <1,V > vy Passo 2: 2™ =z = Ty >y tee. d(z#2) 1) < 272 mentre 22 — z2)
= Juvy > 1 t.c. L{(xl(,”z),xl‘z) < 272 Yv > vy, per cui L{(J:I(,M),x) <27V Vu >y Pervy < v < si
pone u, = 1, cosicché per tali v e a’(:cl(,y" ,x) < 1 (per i v precedenti, si puod scegliere ancora u, = u1,
ma non c'¢ stima della distanza da x). Passo 3: (") — x = Juz > s t.c. £(z#8) 2) < 273, mentre
x,(,”3) — z#3) = Jpg > 1y toc. zz’(mE,“S),ac(“?’)) < 273, Vv > v3; per cui c[(acl(,”3),x) <272 Yu > vy, Per
vo < v < v si pone p, = ue, cosicché per tali v si ha Lf(;v,f” ,x) < 271, Passi n ed n+ 1: si sono
determinate le sequenze p1 < po < -+ <y, € V1 < Vg < --- < 1, tali per cui

z{(x(“i),x) <2 a”(x(u’“),:c) <271 Yu >
si pone p, = pi—1 per v;—1 < v < vy, sicché z{(;v(f”),x) < 2071, Ma n & arbitrario, da cui la tesi. O]

Possiamo allora verificare la non—metrizzabilita di D(Q2) scegliendo, e.g., la famiglia di funzioni

1
Lpl(fl’)(‘r)szl <x>7 Va/'LENa
v \u

la quale & in D(f2), ma non gode delle proprieta descritte dal precedente lemma: infatti, nessuna
diagonale ¢,, () pud soddisfare la proprieta (1). Ciononostante, come vedremo tra breve, la non—
metrizzabilita di D(€2) rappresenta un problema minore nella costruzione della teoria.

Torniamo alle proprieta dello spazio topologico D(£2); si & visto che esiste dunque un buon numero
di funzioni di prova in D(2). Vogliamo mostrare ora che tale numero ¢ sufficiente a garantire che lo
spazio dei funzionali lineari continui costruiti su D(€2) sia altrettanto grande. A questo proposito, sia
f € Lpioc(2) ed fe il prodotto di convoluzione di f con w, i.e.

fe(x)

(f % we)(x) == fXNwx —x)dx' = / w(x')f(x —x')dx'. (6.5)
Rn

n

Laddove definita, f. ¢ detta funzione media di f. Se f € L,(Q) con 1 <p < oo ed f(x) =0Vx & Q,
allora f. € C°°(R") (a fronte delle proprieta di f e della definizione (6.5)) e vale la disuguaglianza

1 fellz, ) < 1fllz, @) Ve e RY. (6.6)

La (6.6) segue dalla disuguaglianza di Young per funzioni sommabili, secondo la quale se f € L,(Q2) e
g€ Li(Q) con1<p<oo,allora fxge L,(Q) ed |[f*gllr, < [Ifllz, @9l (o); nel nostro caso

I fellz, ) = I1f * wellz, ) < 1flle, @ llwellz, @) < [1fllz, @)

essendo fQ we(x) dx < 1 alla luce della normalizzazione. Equivalentemente, possiamo dimostrare la (6.6)
invocando la disuguaglianza di Hélder, secondo la quale se f € L,(2) e g € L,(2) con 1 < p,q < oo t.c.
pl4+q 1 =1, allora fg € Li(Q) ed I fallr, o) < ||f||Lp(Q)||g||Lq(Q); troviamo infatti

p p
HfEHip(Q) :/Q’ - f(x/)WE(X_X/)dX/ dXS/Q( Rn|f(xl)w;/9(x—X’)wa/‘l(x—xl)‘dx’> dx

<[(] ff(x’)w;/P<x—x'>|‘°dx')(/Rn|w;/q<x—x”>|"dx”>p/qu

-1

R
:/ |f(x/)|pw€(X—Xl)dX/</ ws(x—x")dxﬂ>p dx
oo ;

:/ (/ WE(XX/)dx>|f(X/)|pdxl < ”f”Lp(Q),
Q \Ja

avendo adoperato al penultimo il teorema di Fubini—Tonelli. Il caso p = oo segue in modo analogo.
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TEOREMA (CONVERGENZA DELLA MEDIA) - Sia f € L, o(Q2), i.e. f € L,(Q) a supporto compatto in
Q; sia inoltre f(x) =0 q.o. Vx ¢, con Q € Q. Allora f. € D(Q) Ve < infxeq xeon{lx — x|} ed

in CY(Q) se feCp(Q),
L= in Ly(Q), p € [1,+00)  se f € Lyo(Q), (6.7)
g.o. in Q) se f € Looo().

Dimostrazione. Si noti che se ¢ < infxeq xean{|x — x'|}, allora f. ha supporto compatto in €2; ma
f- € C%°(R), sicché f. € D(Q). Sia ora f € CJ(Q) (continua a supporto compatto); segue che

| f=(x) x)| = ’/n f(x)]we(x —x')dx’

< max [f(X) = f(x)] | w(x-x)dx'= max [f(x)-f(x)],

x—x'EU. Rn x—x'EU.

con x € Q. Ma f & uniformemente continua = f.(x) = f(x) per ¢ = 07, Vx € Q. Sia ora f € L, o(2),
1 < p < ooed € R arbitrario: allora 3g € CJ(Q) tc. ||f — gl < $; inoltre 3go € RT
t.c. |lg — gellz, (@) < /3 Ve < g9. Combinando la (6.6) con la disuguaglianza di Minkowsky (i.e. se
g€ Ly()ed f+g€ Ly(Q2) con 1 <p<oo,allora || f +gllz, @) < Ifllz, @ + 19llz,@)) si trova

1f = felle,c < If —9gllz, @ +1lg = gellz, @ + (g = Flllz, @

<2f =gl + 19— gell, @ < 5 +

Dunque f. — f per ¢ — 07 in L,(Q). Infine, se f € Lo (), & possibile costruire una successione di
funzioni di C§(Q2) convergente ad f q.o. in €, sicché f.(x) — f(x) per € — 07 q.o. in Q. O

Dal precedente teorema & possibile dedurre il seguente, importante corollario | ].

COROLLARIO (DENSITA DI D(2)) - Lo spazio D(2) ¢ denso in Ly(Q) per 1 < p < .

6.2 Spazio S(R") delle funzioni di Schwartz

Consideriamo ora lo spazio S(R™) delle funzioni a rapida decrescenza, i.e. linsieme delle funzioni
infinitamente differenziabili su R™ che decrescono insieme a tutte le loro derivate piu rapidamente di
qualsiasi potenza inversa di |x|, per |x| = co. Pilt formalmente, si consideri la seguente

DEFINIZIONE (SPAZIO DI SCHWARTZ S(R™)) - Sia ¢ € C*(R",R); ¢ & a rapida decrescenza (o di
Schwartz) se Vo, € Nj 3K, 5(p) € RT con Ky 5(p) < 400 tale che

lll,..5 = sup [#* (X)L p(x)| < Kap(p)-
x€R"

Come per D(R), anche lo spazio di Schwartz S(R™) puo essere munito della struttura di spazio
topologico, essendo la topologia 7" indotta ora dalla seguente nozione di convergenza | B

DEFINIZIONE (SUCCESSIONE NULLA IN S(R™)) - {p,}ren C S(R™) & nulla in S(R™) sse

lim Hgo,,” Va,B e Ng.

v—00

DEFINIZIONE (SPAZIO DELLE FUNZIONI DI PROVA DI SCHWARTZ) - Sia 7/ come prima. Definiamo
spazio delle funzioni di prova di Schwartz S(R™) lo spazio topologico S(R™) := (S(R™), 7).
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OSSERVAZIONE — La convergenza in § (R™) & molto restrittiva. E.g., si consideri la successione di funzioni
¢u(z) = e~ "®)": essa & uniform. nulla, ie. |[¢,]lo,0 — 0, ma non & nulla di S(R™), in quanto gia

T _(yx)? 2 _
liwllo = sup { 5-e o7} = sup{ye ¥ } = (2¢)71/* #£ 0.
z€R v y€ER

Valgono le seguenti inclusioni S(R™) C € (R™) con € (R") = (C(R™),| - |loo) ed S(R™) C L,(R™) per
1 < p < o0; per la prima e sufficiente osservare che V¢ € §(R™) risulta essere

[elloo = sup {lox)|} = [l¢llo,0 < oo;
xER™

La seconda, invece, puo essere dimostrata verificandola dapprima per p = 1, i.e.

el = [ letlax = sup {0+ xPreeal} [ s <k s {Jetol+

x€eR”

#ixPetal} < K| s {eal} + sup (|} | = K(leloo + ellan),
x€eR” x€eR?

avendo notato che sup, {|x|?} < sup,{M?(x)}, quindi per p > 1:
p—1 _1
Il ey = [ leGol"ax < (sup (oG} [ eGoldx = lelts el

Naturalmente D(R") C $(R™), infatti S(R") 3 e~ *I* ¢ D(R™). Vale pero il seguente [ ]
TEOREMA (D(R™) vs. S(R™)) - Lo spazio D(R™) ¢é denso in S(R™) (rispetto alle relative topologie).

Dimostrazione. Sia f € S(R™) e ¢ € D(R") t.c. (x) =1 Vx € Uy; allora f,.(x) = f(x)y(rx) € D(R™),
Vr € R*. Indicando con ? un generico polinomio di R" e con o € NJ un multi-indice, troviamo

(=)0 (f — f,)(x) = 2(x) (g)rﬁ'a::—wx)aﬁ [1— (). (6.8)

asp

alla luce della formula di Leibnitz'!2. Per costruzione risulta che V3 € N & 92[1 — 1 (rx)] = 0 laddove
|x| < r~! e poiché f € S(R™), sard PO Af € CO(R") t.c. POS~Pf — 0 per x| — 400, V3 < a.
Pertanto la (6.8) tende a zero uniformemente in R™ per r — 0, i.e. f, — f per r — 0 in S(R"™). O

COROLLARIO (DENSITA DI S(R™)) - Lo spazio S(R™) ¢é denso in L,(R™) per 1 <p < oco.
Dimostrazione. S(R") = D(R") = L,(R"); ma S(R") C L,(R") = S(R") = L,(R") per p € [1,00). O

Lo spazio di Schwartz & pil ricco in struttura rispetto a D(f2). Per cominciare, si noti che 'appli-
cazione ||()||la.s : ¢ € S(R™) = |l¢lla.s € Ry soddisfa gli assiomi di una semi-norma Va, 3 € R}:
difatti ||¢lla,s > 0, [[Kplla,s = IK|||¢lla,s per ogni K € C e Vi, ¢ € S(R") vale la disuguaglianza
triangolare ||¢ + ¢ |la,s < |l€lla,s + |¢ |la,p. Tuttavia ||(-)||a,s non pud essere una norma, poiché la
proprieta ||¢|lo,s =0 < ¢ =0 vale sse § = (0,0,...,0) (e.g., la funzione di prova identica p(x) =1 ha
l¢lla,s = 0 per ogni 8 # (0,0,...,0)). Possiamo dimostrare che, rispetto alla semi—norma introdotta,
lo spazio S(R™) & completo (i.e. & uno spazio di Frechét | D-

H112Rjcordiamo che, date f,g € C1l (R™) con a € N, la derivata di ordine |a| € Ng di fg & data dalla formula di Leibnitz:

n
o _ o g ol
a2 = 32 f(x)88g(x), = =— 6.9
2 (Fg) (x) %(B) 2008900, () g(ﬂz) e (6.9)
avendo indicato simbolicamente con a! = ailas!-- - ay! il fattoriale del multi-indice a = (a1, a2, ..., an) € Nj.
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TEOREMA (S(R™) E DI FRECHET) - Lo spazio (S(R™),||(*)]la,s) & completo ¥V o, B € Nj.
Dimostrazione. Sia {¢,},en C S(R™) di Cauchy rispetto alla topologia indotta dalla semi—norma, i.e.
VeeRT, Vo, B e N I, 8(e) €N t.c. low —pull <&, Yy, u> N g(e).

Allora Vo, 8 € N, {M*(x)020,(x)},en & di Cauchy rispetto ad [|()||oo € converge a 1, 5 € € (R"),
che & di Banach; in particolare ¢, — 1o = ¢. B sufficiente dimostrare che Va.p(x) = (ML) (x),
Vx € R”, sicché ||¢]|a,8 = ||¥]l0,0 < 00 € cioe ¥q,5 € S(R™). Si consideri dunque l'identita

X

(5°330,) () = (°330.) (0 + [ [0, (3°530.)| ) d.

0

Essendo la convergenza uniforme, invochiamo il teorema di passaggio del limite sotto il segno di integrale:

X

Vo () = (0) + [

[ @05 ) + (0050 ()] dy

=ta~(0) + /Ox [M(a)wa—l,y(Y) + d’aﬁﬂ(}’)} dy,

dovey—1=(y1— 1,72 —1,...,7 — 1) ed avendo osservato che (9xM*)(x) = M(a)M*"*(x), con
M(o) = a1 ... o € Ng. Pertanto v, , & differenziabile V«,y € Njj e risulta essere

8¢aﬂ/ = M(a)wocfl,'y + ql}oc,'y+1'

Per o = 0 & 0¢oy = 0oy41, 1.6. Yo, = 079 per cui ¢ € Cg°(R™). Inoltre, tenendo presente che
Mg 41 = (Mg ) — M () M4y -, dall’identitd precedente troviamo

1/)a,'y+1 - Ma¢0,7+1 = 3(1/)a,»y - Ma¢0,’y) - M(O‘) (¢a—1,7 - Maild’o,'y)a

iterando la quale, scopriamo che 9q y+1 — M %1y 441 PUO essere scritta come combinazione lineare della
quantita a0 — Mo 9. Perché 9, = M0V ¢ allora sufficiente far vedere che 14,0 = M*9Y:

|77[}a,0 - Maq/)’ < |¢o¢,0 - Ma@l/| + |Ma(§0u - ¢)| < Sgu]lg)n {|wa,0 - Ma@v“’ +

+ M ()] S;lﬂgn{ls@u—w} <e(l+ o x)),  Yv>N(e),
dove sia e che A((¢) sono indipendenti da x € R™ (in virth dell’uniforme convergenza). O

OSSERVAZIONE — L’applicazione D(-,-) : (¢, @) € S(R™) x S(R™) = D(p, $) € Ry definita come

~ 1 lp — Plla,s
D = E . 1
a,BENy ’

soddisfa gli assiomi di una metrica, rispetto alla quale (S(R™),®) & completo | ]

Concludiamo con due proprieta delle funzioni di prova di Schwartz. La prima segue dalla convergenza
di S(R™)) e riguarda l'invarianza di S(R™) sotto 1’azione delle operazioni di differenziazione ¢ — 9%¢ e
di trasformazione lineare ¢(x) — ¢(4x + a), con 4 € End(n,R) ed a € R™. La seconda riguarda invece
la moltiplicazione di una funzione ¢ € S(R™) per una funzione in a € C*°(R"™): in generale ap ¢ S(R™)
(e.g. e~ Ixelxl* = 1 ¢ $(R™)). Ciononostante, & possibile rendere la mappa ¢ — ap lineare e continua
da $(R™) in S(R™) una volta introdotta la seguente classe di funzioni.

DEFINIZIONE (MOLTIPLICATORI IN S(R™)) - a € C*°(R",R) é un moltiplicatore di S(R") se

Va e Ny 3Cq,my € RT t.c. 0% a(x)| < Ca(1 + |x|™). (6.11)
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Lo spazio C32(R™) dei moltiplicatori di S(R™), individua quindi I'insieme delle funzioni infinitamente
differenziabili su R™ che crescono, insieme a tutte le loro derivate, meno rapidamente di qualsiasi poli-
nomio per |x| — oco; per questo, nella letteratura, ci si riferisce spesso a C§P(R™) come allo spazio
delle funzioni a lenta crescita. A tal spazio appartengono allora tutte le funzioni razionali della forma
o(x) = (1 + [x[*)™ con m € R. C$(R™) ha un ruolo rilevante nella teoria, in virtit del seguente

TEOREMA (MOLTIPLICAZIONE IN S(R™)) - Sia a € CE(R™) = ¢ — ap & continua da S(R™) in S(R™).
Dimostrazione. Cominciamo dal caso n = 1: posti « = £ e = m, risulta

ol =sup {Ja“(02 (a0)) )]} < sup {Iol” = ('} ) okt oz *ato)

k<m

< {1l () enmslobiotol 1+ 1)}

z€R

detto p = maxg<m{mn—_x} ed indicando con g il pilt piccolo naturale t.c. ¢ > p+ ¥, si ha

ol < Gusup { (14 a)lel” 3 () 0beto)] | < Koup {Jareto(o)| } = Ko,

k<m

avendo tenuto conto delle proprieta di ¢ € S(R). Per n > 1, troviamo invece

ol = 6 s {0+ i) aea] (7 ozetol .

v<B

dove = maxy<g{mg_~} € No; tenendo presente che |x|* < | (x)|* per x > 1 ed indicando con ¢ € Ny
il pitt piccolo multi-indice t.c. { > « + p, otteniamo in definitiva

(5) ‘azw(x)‘} < K sup {{(Mcﬁﬂgo) (X)|} = ICH‘»"H(,n’

el 5 < Cu sup {26 3 sup

Y<B

avendo nuovamente invocato le proprieta di ¢ € S(R™).

Esempi

o FUNZzIONI GAUSSIANE E FUNZIONI DI HERMITE
. 2 A R
Proviamo che x + e~*I” & in S(R™). A tal fine, si noti che, dato 3 € Nj &

918l (@i+ai++a}) n

(afe*"dg)(x) = — = Py (:ck)efﬁ = £P|,3|(x)e*|x‘2,
833’18 axg - Oz ,};[1 §

dove Pg(x) = Pg, (21)Ps,(2) - - - P, (xx) rappresenta simbolicamente un multi-polinomio di or-
dine 1 in x1, B2 in 2 e cosl via. In tal notazione, sara M*P g = P|o |, quindi
||

lim M“(x)@feflxﬁz lim P, p(x)e” ™

x—+o0 x—Foo

=0

e |le= la,8 < +00. E immediato allora convincersi del fatto che per ogni polinomio ? = ?(x) la
funzione P(x)e~ X" € §(R™) (come del resto segue dal teorema di moltiplicazione in S(R™)). Alla
precedente famiglia appartengono, in particolare, le funzioni di Hermite definite nel §2.7.
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6.3 Distribuzioni e spazio 2/(Q2) delle distribuzioni

In questa sezione analizzeremo alcune proprieta delle distribuzioni e dei corrispondenti “spazi dis-
tribuzionali”. A seconda dello spazio delle funzioni di prova, i.e. D(2) od S(R™), distingueremo tra
distribuzioni e distribuzioni temperate, rispettivamente. Cominciamo dalla prima tipologia.

DEFINIZIONE (DISTRIBUZIONE) - Definiamo distribuzione un funzionale lineare e continuo (T,-) :
w0 € D) — (T,¢) € K. Diremo allora che T é una distribuzione reale (complessa) se K =R (K = C).

Per prendere confidenza con la notazione, si noti che T & lineare su D() se Vi, € D(Q) e
Va,8 € Ce (T,ap + B¢') = a(T,9) + B(T,¢"); inoltre T T & continuo su D(Q) se V{p,}en € D(N)
t.c. ¢, = ¢ € D(Q) per v — +oo, risulta (7,p,) — (7,9) per v — +ool!3. Siano ora 7 e 77 due
distribuzioni su D(Q): diremo che 7 e 7’ sono uguali in Q se (T,¢) = (7', ¢), Vo € D(Q).

Consideriamo ora l'insieme D’(2) delle distribuzioni definite su D(2): tal insieme soddisfa gli assiomi
di spazio vettoriale, dal momento che V7,Q € D/'(2) e Va, S € C risulta (a7 4+ Q,¢) = a(T,¢) +
B(Q,¢) € D'(), V¢ € D(Q). E possibile dunque introdurre in D’ () la seguente nozione di convergenza.

DEFINIZIONE (CONVERCGENZA DEBOLE) - {7, },en C D'(Q2) converge debolmente a T € D'(Q2) se

(T, 0) “55 (T,0), Vo e D(Q).
La precedente induce su D'(£2) la topologia 7, in termini della quale si definisce lo spazio 9'(Q2) :=
(D(2), 7). La notazione non ¢ casuale: 2/(12) il duale topologico di D(Q2) (si veda §2.4).

DEFINIZIONE (SPAzIO D'(Q2)) - Definiamo spazio delle distribuzioni su D(Q) il duale D'(Q).

Naturalmente Q' C Q = () C D'(Q) e la convergenza in D'(Q) implica la convergenza in D'(Q)');
dunque ogni 7 € P'(2) ammette un’unica restrizione su qualsiasi aperto ' C Q t.c. T € D'(Q'). Si
prova inoltre che D'(Q2) & completo, nel senso che dato un generico funzionale 7 definito su D(Q) e
considerata la successione {7, },en € D'(2) debolmente convergente a T, allora 7 € D'(Q) | ]
Dimostriamo quindi il seguente teorema di caratterizzazione per distribuzioni in D'(2).

TEOREMA (TEST DI CONTINUITA IN 2/(2)) - Sia T lineare su D(Q); allora T € D'(Q) sse
VY eQ, IK=Kg €RT, m=mgeN tc (T, 0)| < Kllgllong)y: @€ D). (6.12)

Dimostrazione. (<) Banale. (=) Sia f € D'(Q) ed Q' € Q; supponiamo per assurdo che la (6.12) non
sia soddisfatta: dovra allora esistere una successione {p,},en di D() t.c.

(T 00| = Kl wiey = sup {|080n)[}. (6.13)
XGQ’M}ISV

D’altronde, la successione {1, },en con 1, = %SOVHSOV” converge debolmente a zero in D(Q2),

~1
cv @'y’
essendo supp(¢,) C Q' € Q e poiché Vk < | 3] risulta essere

B
opuo] = 2P L e

B \/;”‘Puch(ﬁ’) RV
Pertanto (7,%,) — 0 per v — co. Ma alla luce della (6.13), abbiamo al contempo che

[(T.00)]

(T,0)] = i — = Vv L5555 oo,
’ ’ \ﬁ”%/”cv(ﬁ/)
il che ¢ assurdo, per cui la disuguaglianza (6.12) dev’essere soddisfatta. O

13 Equivalentemente, in virtt della linearitd di T, & possibile verificarne la continuitd nell’origine, i.e. 7 & lineare se
V{pv}ren nulla in D(Q) per v — 400, la successione numerica {(7, ¢, )}, en tende a zero per v — +oo.
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Le distribuzioni in 2’(€2) possono essere classificate in base alle proprieta di ordine e regolarita.
Cominciamo dalla prima, la quale fa uso della disuguaglianza (6.12) introdotta nel teorema precedente.

DEFINIZIONE (ORDINE DI UNA DISTRIBUZIONE) - 7 € D'(2) ¢é di ordine finito se 3m € N indip. da
Q' € Q t.c. walela (6.12); chiameremo ordine di T in ) il pit piccolo m € N soddisf. tale condizione.

Un classico esempio di distribuzione di ordine infinito in Rt & dato dalla distribuzione

(T.0) =Y ¢ (), ¢eDR).
veN

Discutiamo ora la proprieta di regolarita di una distribuzione. Per farlo, mostriamo preliminarmente
che ogni funzione localmente sommabile su un aperto € di R™ definisce una distribuzione in 2'(2). Si
consideri pertanto una funzione f € L1 10.(€2) ed a partire da essa si costruisca il funzionale

(T.0) = | feelx)dx, e D(Q). (6.14)

Proviamo che 7y € D'(€2). Evidentemente 7; ¢ ben definito, dal momento che per definizione fo €
L110c(2) (essendo ¢ € D(R2)), e lineare (in virtu della linearita dell’integrale). Resta da provare la
continuita su €2, al qual fine & sufficiente verificarne la continuita in zero. Sia quindi {p,},en una
successione nulla in D(Q): allora Q' € Q t.c. supp(p,) C ' per v =1,2,... e dunque

(00l =| [ et

v—+
< [ 1G] dx < sup e} [ [fGodx 550,
R™ xeQ/ Q/
dal momento che ¢, = 0 su Q' per v — +00. In modo analogo si prova che il funzionale
(T9) = [ f0Ze0dx, g€ DO, (6.15)

¢ una distribuzione Vo € Nij e Vf € Ly 10.(2). Alla luce di tanto, si usa dare la seguente

DEFINIZIONE (DISTRIBUZIONI REGOLARI E SINGOLARI) - Sia T € D'(Q2), Q C R™ aperto. Diremo che
T ¢ regolare su Q se 3f € L1 15.() t.c. T= T;; in caso contrario, diremo che T ¢ singolare.

Intesa come applicazione da Ly jo. in 2'(2), la (6.14) individua q.o. una corrispondenza uno-ad—uno
tra funzioni localmente sommabili e distribuzioni regolari. Per verificarlo, introduciamo il seguente

LEMMA (DU BOI1S-REYMOND) - Sia f € L1 10c(Q2) e Tp € D'(2) come in (6.14). Allora
f(x)=0 qo.in Q = (Tr,0) =0, VYee D).

Dimostrazione. (=) Banale. (<) Sia Q' € Q e xq una funzione caratteristica ad esso associata. In
virti del teorema “convergenza della media” 3{p,},en C D(Q) t.c. p,(x) — e A X yq,(x) q.0. in
Q' ed |p,(x)] <1 qo. in . Dal teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale (nel senso di
Lebesgue) e poiché per ipotesi (Zy, ) = 0 V¢ € D(Q), risulta

[ veolax= [ sooe s max=tin { [ speax} = fim (5.0,) <o

V—00 vV— 00
sicché f(x) =0 q.o. in @ = £(x) =0 q.o. in , essendo ' € Q arbitrario. O

Di conseguenza, I'immersione 70y : f € L1,10c(2) — Ty € D'(Q) definita come in (6.14) ¢ iniettiva, per
cui ad ogni funzione localmente sommabile corrisponde una ed una sola distribuzione regolare e viceversa.
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Esempi

o DISTRIBUZIONE DI HEAVISIDE E DISTRIBUZIONE CARATTERISTICA
Cominciamo con l'osservare che se ¢ € R € una costante arbitraria, allora il funzionale

() = [ eobx)dx

¢ ben definito, lineare e continuo, i.e. 7, € D'(Q?). Sia ora § = 6(x) la “funzione” di Heaviside:
0 € L1 10c(R), quindi ¥n € Ny definisce la distribuzione

(Gn,gp) = G(x)gp(”)(a:) dz = /+ o™ (z)dx, ¢ € DRY). (6.16)
Rn R

La continuita della (6.16) & evidente: data {¢, },en nulla in D(RY) per v — 400, & |(On, )| <
usupxe[oyu]{kp(") (z)|} — 0 per v — +o0, con u € RT t.c. supp(pnu) C [0, u] per ogni v € N. Sia
infine  C R™: la funzione caratteristica associata definisce la distribuzione regolare

() = [ xaGetdx = [ pGodx (617)

o DISTRIBUZIONE DELTA DI DIRAC
Sia Q = R"™ ed a € R™ una costante. Definiamo delta di Dirac il funzionale

(6a,) 1 ¢ € D(R™) = (da, ) = ¢(a) € R. (6.18)
Per come definito, d, € D'(R™), Va € R™. Linearita: V1, p2 € D(R") e Va, 8 € R si ha
(0as a1 + Bp2) = api(a) + Bya(a) = a(da, 1) + B(a; 2)-

Per provarne la continuita, invece, sia {¢, },en nulla in D(R™), allora

v——+400

[(0a, p0)| = lpu(a)] < félﬂgb{l%(X)l} —0.

La delta di Dirac & una distribuzione singolare, i.e. da & L1 10c(R). Per assurdo, sia fo € L1 j0c(R")
t.c. (Ja, ) = Jpn fa(x)(x) dx; come funzione di prova in D(R"), scegliamo la seguente ¢ (x) =
w.(x — a), con w, definita come in (6.3). Allora (da,p:) = pe(a) = 1/e e quindi

[ua (a)

2 1
sup ){e 62'”'2}/%(3) Sfal)| dx = —[lfall L, (v s

XEU: (a

o2
e 2—Ix—al?

IN

L= (6ar02) )| dx

IN

ma fa € L1 10c(R"), sicché [|f||z, (u.(a)) — 0 per € — 0, da cui

0
L = |(6ar 20)] < lfallzauiay <2 0,

il che & assurdo, dunque la distribuzione di Dirac & non-regolare. Ciononostante, nella letteratura
si usa spesso introdurre la distribuzione d, : § — R in forma integrale secondo 1’espressione
(Jarp) = | d(x—a)p(x)dx=p(a), pesR"), acR"
R’ﬂ

Sebbene si tratti di notazione conveniente ai fini del calcolo, ¢ bene ricordare che essa costituisce
solo di un modo formale per rappresentare ’azione del funzionale J, su S(R™).
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6.4 Distribuzioni temperate e )—famiglie
Passiamo all’analisi della famiglia delle distribuzioni definite sullo spazio $(R™) delle funzioni di prova

di Schwartz. In virtu delle precedenti considerazioni per 9’(€2), diamo da subito le seguenti

DEFINIZIONE (DISTRIBUZIONE TEMPERATA) - Definiamo distribuzione temperata un funzionale
lineare e continuo (7 ,-): p € S(R™) — (T ,¢) € K, con K=R,C.

DEFINIZIONE (SPAZIO S'(R™)) - Definiamo spazio delle distribuzioni temperate il duale 5'(2).

Naturalmente S'(R™) C 2'(R") e la convergenza in §’ implica la convergenza in 2’; inoltre, vale
il duale del teorema “D(R™) vs. S(R™)”, i.e. §'(R™) & denso in D'(R™). Come per 2'(f2), anche per
S'(R™) vale un criterio di continuita, legato alla limitatezza rispetto alle semi-norme ||(-)| o, s-

TEOREMA (TEST DI CONTINUITA IN §'(R™)) - Sia T lineare su S(R™); allora ¥ € §'(R™) sse
IK=KgeRY, N=NzeN  te  |[(T9)|<k D lgllas YeeS®R?). (6.19)
0<a,B<N™
Dimostrazione. (<) Sia {¢, }ren convergente a ¢ in S(R), sicché
v——+00
(Te) - (@) =[Te -9k > lev—¢l,, =0,
1<a,B<N™

dunque ¥ € §'(R). (=) Sia ¥ € S'(R); in particolare, T & continua per ¢ = 0, per cui Vi € S(R)
3§ € Rt t.e. D(¢,0) <6 = |(F,¢)] < 1 con ® : S(R") x S(R") — R definita come in (6.10).
Scegliamo dunque N € N t.c. ZaMan 2(,+ﬁ < ‘S: ne segue che ZO<0/ BN Vo, < e quindi

1 o
DW,0)= 3 Ms Y Wt Y gep<s = @) <1

a,B>0 a,BN™ aAB>N™

Di conseguenza, per ogni funzione di prova di Schwartz 0 # ¢ € S(R™), posto

69=3( T lelos) w0, xem,

0<a,BSN™
troviamo 1
1) h )
o Mllas= D> 3 > : lellas =5
0<a,BSN™ 0<a, BSN™ 0<a,BSN™
da cui

EXTE (D S = 0 TR S 7 e

0<a,B<N™ 0<a,B<N™

OSSERVAZIONE — In virtl del teorema precedente, la distribuzione delta di Dirac definita in (6.18) & una
distribuzione temperata su R™ dal momento che |(da, ¢)| = ¢(a) < supyern{le(x)]} = [[¢ll0,0-

Discutiamo ora le proprieta di regolarita delle distribuzioni temperate. Nel §6.3 si e visto come
ogni funzione localmente sommabile definisca una distribuzione in 2’'(2) secondo la (6.14). Non tutte
le f € Ly 10.(R™) sono temperate: e.g. la funzione x — el & in Ly 1oc(R™) ma non in S'(R™) poiché
Jan €¥le= VI dx non esiste finito, essendo e*le=VI+** — 1 per [x| — co. Occorre allora imporre
qualche limitazione sulla crescita ad |x\ — 400. Cominciamo dalle funzioni p-sommabili'!*.

H4Ricordiamo che Lp(R™) C Li joc(R™) per 1 < p < +oo (e.g. la funzione costante f(x) = ¢ ¢ sommabile localmente,
ma non globalmente) e che L1 (R™) D Ly(R™) per p > 1 (pilt in generale L,(R™) C Lg(R™) per p > gq.
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TEOREMA (L,(R™) vs. §'(R")) - Sia f € L,(R"™), 1 < p < 400; allora Ty € §'(R™) con

(%5, ) / f®)px)dx, ¢ e SRM). (6.20)

Dimostrazione. Siap =1ed f € Li(R™): allora [(T7,¢)| < [|¢llo,0 Jgn [f(x)|dx = Kll¢]lo,0 con K € R{,
K < 400, per cui Ty € §'(R™) (teorema “test di continuita in §'(R™)”). Sia ora f € L,(R™) con 1 <
p < +oc: & sufficiente notare che S(R™) C Ly(R™) (vedi §6.2) e scegliere q € [1,4+0] tc. p~l g7t =1;
applicando la disuguaglianza di Hoélder, si trova ‘ T ’ < Jan ’f )‘ dx < |Ifllz, @ llellz, -
Ma le norme in L,(R™) si esprimono in termini delle semi-norme in S(R”), sicché Ty € S'(R™). O

Per allargare I'insieme delle funzioni che definiscono delle distribuzioni temperate, diamo la seguente

DEFINIZIONE (FUNZIONE TEMPERATA) - Diremo che f € C*°(R"™) é una funzione temperata se
In € Ry t.c. / FGO(L+ x]?) ™ dx < +oo.

Si noti che f é temperata sse f € Ly j0.(R™) N CR(R™): l'implicazione diretta ¢ evidente; proviamone
Iinversa. Sia f € Li 10.(R™) N C3P(R™), allora fo € L1(R™), Vo € C°(R™) e l'integrale (6.20) esiste
(essendo (1 + [x[?)™" € C37(R™) C C*(R™)); inoltre, posto m = ny — p, con p = p(n) € R™ si ha

2\~ 2\m 2\~ " dx —

dove K, = CII,, < 400, avendo scelto € RY t.c. I, = [5, (1 + [x[*)7# dx esista finito.
TEOREMA (L1,10.(R™) N CR2(R™) vs. S'(R™)) - Sia f € L1,10.(R") N C3(R™), allora Ty € S'(R™).

Dimostrazione. Sia f : R™ — K temperata e Ty definito come in (6.20), allora

(@)= [ @+ xm)leoldx < K, sup {1+ KDWE} 600 = (1+ 7)ol

x€R"
essendo ( il pill piccolo naturale t.c. ¢ > 2u (e.g. ¢ = [2u]). Ma ¢ € S(R™), sicché ¢ € S(R™) e quindi
(5 @)| < Kl sup {1061} + sup {1 GYEIN) =K (Wlloo + 10lco):
sicché dal teorema “test di continuita in S(R™)” segue che T, € S'(R™), il che prova la tesi. O

Ogni funzione temperata definisce una distribuzione temperata regolare, ma non vale il viceversa:
e.g. x +— J(cose®) = —e®sine” non ¢ temperata, ma definisce una distribuzione temperata:

(Dx(cose®), ) = —/ cose®p(x)dz, v € S(R).
R
Mostriamo ora che f € Ly 1o NC3f +— T € S’ & suriettiva, i.e. ogni distribuzione temperata definisce

una ed una sola funzione temperata. A tal proposito, siano fi, fo € L1 10c(R") N Cp(R") t.c. (T4, ) =
(Th, @) per ogni ¢ € S(R™). In virth della linearita dei funzionali T e T, risulta

() = [ (- B)Re()dx =0, Voes®)

la quale, una volta posto g(x (f1 fz) ), puo essere riscritta equivalentemente nella seguente forma
I(x)¥(x) _
(sM):/ Lax=0, ()= (1+x) o).
Rn (1 + ‘X|2)
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g(x)

con P(x) € S(R™), essendo ¢ € S(R™). Detta quindi A(x) = TRpEe
funzione g € Ly 1o.(R™) N CE(R™) e di (1 + [x|?)™2 che £ € Ly (R™), sicché

segue dalle proprieta della

feL(RY)  te. / A)p(x)dx =0, Vo€ SRM).

D’altronde se 1 € S(R") allora y — ¥ (y—x) € S(R™), per cui la precedente & soddisfatta sse (fx1)(y) =
0,V € S(R™) eVy € R™. Data l’arbitrarieta di ¢ € S(R™), scegliamo la funzione parametrica gaussiana
Pa(x) = ae=™ 1xI”; el §6.5 vedremo che la collezione di funzioni {1,, a € R} individua una d—famiglia
di S(R™), nel senso che ¥, — & per a — 400, dove § & la distribuzione delta di Dirac; nel §6.5
mostreremo inoltre che § rappresenta 1’elemento neutro rispetto al prodotto di convoluzione in s§'(R™),
ie. §x ¢ = . Alla luce di tanto, ¢ evidente che Vy € R™ & (¢, x A)(y) — A(y) per a — +o0, per cui
0= (¢Yn*h)(y) = h(y) & A(y) =0 per ogni y € R, ovvero £(x) = f2(x) q.0. su R".
A completamento della sezione, discutiamo le proprieta di convergenza nello spazio §'(R™).

DEFINIZIONE (CONVERGENZA IN S'(R™)) - Sia {%,, a € R} una famiglia in S'(R™). Diremo che
{%,,a € R} converge a X in S'(R™) per a — ay e scriveremo T, — ¥ per a — ag, sse

(Twp) = (Top), Ve esR. (6.21)

Si noti che il funzionale ¥ : § — C definito dalla (6.21) ¢ una distribuzione in §'(R™) in virtu delle
proprieta di linearita e di continuita di ciascun T,. Ad esempio, sia T, : S(R) — R definita come

(Torp) = a" ! / e“o(z)dz, @€ S(R), neN;
R

integrando n volte per parti, e tenendo conto della rapida decrescenza di ¢, troviamo

1 rax, (n 1 n m a >
(T, 0)| = ‘ / o™ (z)da| < */ o™ (@) dz < = ([ellom + [ellzn) = 0,

a Jr a Jr a

ovvero 7, — 0 per a — +o00 in §'(R). Si consideri ora la famiglia di distribuzioni
a 1/a
Fod) =5 [, e@dn  es@) (6.2
integrando una volta per parti e valutando il limite per a — 400, troviamo
1 a [
(T —8,¢)| = ‘2 [o(Y/a) +o( = Ya)] = 0(0) = 5 / , zg (x) da
a—+
<o) +o(=1/a)] =00+ sup {lo/ (@)} =0,

J)E[—l

1
a’a

in virtn della continuita di ¢; pertanto T, — 0 per a — +o0 in §'(R).

Diverse famiglie di distribuzioni temperate regolari convergono alla distribuzione delta di Dirac in
S'(R™). Data la loro importanza (in particolare nel contesto dell’algebra delle distribuzioni rispetto al
prodotto di convoluzione) si usa dare la seguente

DEFINIZIONE (6—FAMIGLIE E 0—SUCCESSIONI) - Sia {f;, a € R} C L1 10c(R™) N CR(R™): {fi}. ¢ una
d—famiglia sse T; — 0 per a — ap in S'(R™). Se a € N, allora {f,}. ¢ una d—successione.

Un esempio noto ¢ dato dalla famiglia di funzionali {Ta c}ccr con a € R™, cosi definiti

(Tace) = (5=) / e Eaox)dx, g eSRY), acR™. (6.23)
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Verifichiamo che T, . € §'(R"™); evidentemente 1), (x) = (i)n/%_%‘x_a‘z@()() € S(R"), Va e R" e

Ve € RY, essendo ¢ € S(R™). Invochiamo la solita maggiorazione in termini di II,,, cosicché

(L4 %24 c ()
L. L+ e O

|(Tare, @)| <

<1y sup {(14 x| e (N | < T ([l + el o).
con ¢ = [2u] e II,, come prima; per cui To. € §'(R"), Va € Rt e Ve € R;. Resta da verificare che
Tae — 0a per € — +oo in §'(R"): a tal fine, & sufficiente osservare che . (y) = ¢(v2ey +a) = p(a) su
R™ per &€ — +oo (infatti, essendo ¢ € S(R") & supy {|¢:(y) — ¢(a)|} — 0 per € = +00); possiamo allora
invocare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale, in virtu del quale si ha

lim (T ) = lim (8)5/ e_%"‘_""2547(><)d>(::L lim ey (\/%}“Fa)dy

e—+00 e—+oo \ 277 /2 e St oo R7
1 2
— Gl IRt ( /2. ) _
/2 /]R“ € [sggloo . /Ey ta :| dy <p(a).

Un’altra famiglia convergente alla delta in §'(R), & definita dalla famiglia di funzioni

1

5
SN S— R, ecR". 6.24
P P acR, € (6.24)

Jae(®) =
Proviamo che T, . — d, per ¢ — 07 in §'(R). Per cominciare, si noti che la funzione & sommabile e

normalizzata ad uno Va € Rg eVe € RT; seguendo un ragionamento diverso dal precedente, assumiamo
a € Ry e mostriamo che nel limite ¢ — 07 si verifica 'annullarsi dell’integrale

e [ pl@)—pl@) , e [ platz)+ela-z)-2p@)
f/R dz /RO+ d

g (r—a)2+e2 " 7 (x —a)? + &2

Spezziamo 'integrale nelle parti fOB + fBJr . 1l modulo di quest’ultimo ammette la maggiorazione

/+°° pla+ )+ pla —x) — 2p(a)
5 ERIERE

€

™

4 +
dx‘ < f||<p||0,0(§ — arctan g) =0,
™

per ogni B € R finito. Per I'integrale restante, invochiamo invece la formula di Lagrange, i.e. ¢(z4a) =
o(a) £ z¢'(2') (essendo 2’ un punto nell’intervallo considerato), sostituendo la quale troviamo

[ e ) 20t [ ) o
0 0

(x—a)?+e2 r2 +¢2

€

™

€
dx’ﬁ

™

2¢e B odae - . e
< — su { '(x }/ —_— lo [ B + 1] 0t
oo xe[oli)zs] (@)l o 2242 7TH<PHO,1 g ( /a)

Le famiglie (6.23) e (6.24) suggeriscono una procedura generale utile a costruire —famiglie a partire
da funzioni temperate; esse, infatti, possono essere ottenute deformando rispettivamente le funzioni

f(x) = \/%e*%b"z ed f(x) = %121-5-1 per mezzo del parametro € € R™ nel modo seguente
1 1 1ix|2 1 1 1
= X — T 52 ‘Xl = xT [ —
.7(€(X> = E?f( /E) - (27r)n/26 2 ’ ][E(I) - Ef( /6) T 7e a2 +e2’

Possiamo quindi dimostrare il seguente criterio per la costruzione di é—famiglie in §'(R™).

TEOREMA (0-FAMIGLIE) - Sia f € Ly 0. N C37(R™) non-negativa t.c. [,, f(x)dx =1 e sia

fae(x) = Einf(xga), e cR*, acR" (6.25)

Allora {fa,c, € € RT} forma una da—famiglia in §'(R™) nel limite per e — 0F.
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Dimostrazione. La prova segue banalmente dal teorema della convergenza dominata secondo Lebesgue
(si veda, e.g. | ]), secondo il quale se {f,}nen € una successione di funzioni misurabili su un
opportuno spazio di misura di insieme X, se £, — f su X e se f, ¢ dominata (i.e. 35 € L1 j0c(X) t.c.
Ifn(x)] < g(x), Vn € N e Vx € X), allora & possibile portare il limite sotto il segno di integrale. Nel
caso in questione, la famiglia {f, ., € R} definisce la famiglia di distribuzioni temperate

(Ther) = = /Rnf(x — a)s@(X)dx ¢ € S(R™).

en €

Adoperando il cambiamento di variabile ey = x — a ed osservando che J(g) = €™, troviamo

(Taer ) = IRnf(y)sa(sy +a)dy, @€ SRM).

Essendo ¢ ed f continue, ¢ f(y)p(ey +a) = f(y)p(a) per € — 0 e Yy € R”; inoltre, posto 1.(y) =
f(y)e(ey + a), troviamo che ciascuna ). & dominata su R"™, in quanto

0| = L etey +a)| < sup {le)1 ) = elloolf(v)
y n
ed f e localmente sommabile. Dal teorema sulla convergenza dominata segue pertanto che

ing (Sucr) = lim | f)oley +a)dy = [ T vy)dy = o) [ f)dy = ela)

e—0 e—0 n €

per cui Ty, — b, per e — 0 in §'(R"), ovvero {fa,, ¢ € Rt} & una ¢-famiglia, Va € R". O

E banale allora verificare che tutte le funzioni riportate di seguito individuano delle —famiglie:

0 140 i 12
) = %X[—M](w), flx)= \/i—ﬂzgze e f@)= 220 4(z) = %

™r ™

OSSERVAZIONE — L’applicazione § 3 ¢ — T, € §’ immerge con continuita lo spazio delle funzioni di
prova di Schwartz $ nello spazio duale delle distribuzioni temperate §’, infatti V a, p € S(R™) si ha che

laglos = s {|ar60 3 (7)oza0s 7o) }

v<B

< sup { X (7)o oozato oz o0 |

< (5) sup {2 (x)0%a(x)| } sup {[02770(0|} < 3 Cypllallanlilios— < o0

x€ER™ xER™ ~<B

Va, B € Nj, ie. ap € S(R™). La precedente, combinata con la solita maggiorazione, implica che

x|2)* | a(x)p(x
|(Sﬂ’90)| < /n 0+ (1|l |X|(2);)LSD( )| dx < H#(””S@HO,O + Ha‘PHCﬂ)v

con ¢ = [2p]. La mappa § 3 ¢ — T, € §' ¢ iniettiva ma non suriettiva, nel senso che non tutte
le distribuzioni temperate sono generate da funzioni a rapida decrescenza. Ciononostante, il seguente
risultato (del quale diamo solo una dimostrazione sommaria), mostra che § ¢ denso in §’.

TEOREMA (S(R™) vs. §'(R™)) - Lo spazio S(R™) é denso in §'(R™), i.e. S(R™) = §'(R™).

Dimostrazione. Sia {f, }nen una d—successione in §(R™), dunque {f,*T},en € una successione di funzioni
2

temperate convergente a ¥ in §'(R"). Ne segue che ciascuna 9, - (x) = (f, * T)(x)e " & in §(R"),

per cui {¢n e, € R}pen € una famiglia di S(R™) convergente a ¥ € S'(R"™) per n = 400 ee — 0. O
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Esempi

o UNA DISTRIBUZIONE APPARTENENTE A D'(R) MA NON APPARTENENTE AD S'(R)

Sia G = > ey e, allora S'(R) 3 G € D'(R): (G,p) = Y oneN ((5ne”2,<p) ZQZneNe”Q@(n)
converge per ¢ € D(R), ma puo divergere se ¢ € S(R) (si prenda, e.g. p(n) =e ™).

o DISTRIBUZIONE VALOR PRINCIPALE (DI CAUCHY) DI 1/x
La funzione 1/z : R\ {0} — R ha una singolaritd non—integrabile in 2 = 0, dunque non definisce
una distribuzione regolare. Possiamo, tuttavia, adoperare una procedura di limite utile a definire
una distribuzione temperata singolare, nota come distribuzione valor principale (di Cauchy di 1/x)
ed indicata simbolicamente P.v. 1. Definiamo qumdl il funzionale P.v.= : § — R in termini del
valor principale di Cauchy dell’ 1ntegrale I “’i d z, ovvero

(P.v.%,g&) = P.v./RsO(x)dx = lim @dx. (6.26)

x e—0t |z|>e X
Il limite per € — 0T nella (6.26) esiste, a fronte della cancellazione dei contributi non—integrabili
di 1/ per'?® x < 0 ed x > 0; in virti1 del teorema fondamentale del calcolo, risulta
+oo _ _ +o0 _ _
(P.V'%7 @) = lim 7@(@ (=) dx = / 790(36) (=) dz
0

e—=0t /. x x

Proviamo che la funzione integranda e limitata in « = 0: per > 0 troviamo infatti che

‘w(x) — p(=x)

1 x
<7 [ weac<2plon

—x

Dalla precedente segue la continuita di P.V.% su S: spezzando [+ nelle parti fol + f1+oo, si ha
0

—x) oo p(z) — p(—x
(Prdp)| < [ (B gy [ e EC)

< 2[ello1 +/1+OO ‘W‘ dz < 2(

/77

Dunque P.V.% € S'(R), in virtl del teorema “test di continuita in §

In letteratura si usa spesso dare del valore principale di Cauchy di un integrale una definizione
equivalente alla (6.26), nella quale si mantengono fissi gli estremi di integrazione e si deforma
parametricamente la funzione integranda; ne riportiamo di seguito 1’espressione

P.v./ £) 4y = lim / ””;"(m) du. (6.27)
R X e—0t Jp 22 4 €2
Per provarne I'equivalenza con la (6.26), procediamo a ritroso nel ragionamento precedente:

lim / x;o(x)g dz = lim %[gp(m) —(—z)]dz :/ Mdm

e—0t Jp 22t € e—0t Jrt 22 + €2 R} x

+o0 —on(—
= lim o) = 0=2) 44— iy £ 4y -, P.v./ o) 4
e—=0t J, x e=0t Jigj>e T R T

avendo, al terzo passaggio, invocato il teorema sulla convergenza dominata. Quanto verificato per
il funzionale P.v.1 a partire dalla (6.26), puo allora essere ripetuto in termini della (6.27).

5Essendo ¢ € S(R) liscia, risulta essere p(+2) = (0) & zt)(x), con ¢ € C®(R) t.c. ¥(0) = ¢'(0), sicché
—+oo _ _ A — —
lim Mdz: lim  lim de:2 lim  lim / Y(z d.Tf/ Y(z)dz,
e—01 Jg x e—0t+t A—+oo /o x e—0t+t A—+oo

con A € RT finito t.c. A > e. Poiché 'ultimo integrale esiste, esiste anche il limite nella (6.26).

129



o DISTRIBUZIONE PARTE FINITA (DI HADAMARD) DI |x|~2
Consideriamo ora la “funzione” 1/|x|? : R™ \ {0} — R: per cominciare, osserviamo che 1/|x|?
ammette una singolarita integrabile nell’origine per n > 3, in quanto passando in coordinate
ipersferiche in R", l'integrale radiale fol r~2/7~1dr & finito sse n > 3. In tal caso, la funzione
x| 72 € L1 10c(R™ \ {0}) N C$3(R™ \ {0}) definisce la distribuzione temperata

(|X1|2,¢) - /R ‘T)(:';) dx, ¢ sR). (6.28)

Per n = 1,2, la funzione ammette invece una singolarita non—integrabile nell’origine, dunque non
definisce una distribuzione regolare. Tuttavia, procedendo come per P.v.%, e possibile definire una
distribuzione singolare nota come distribuzione parte finita (di Hadamard) di |x|~2 ed indicata
F.p.|x|72. Per semplicita, sia n = 1 (la generalizzazione ad n = 2 & immediata). Definiamo
Fp.z~2:$(R) — R come la parte finita di Hadamard di [, “’;? dz | ]

(F.p.w—g,go) = F.p./]R QD:EZ) dz:= lim LAT')E @;g) dz — 2@6(0)}, v € S(R). (6.29)

Il limite nella (6.29) esiste: essendo ¢ liscia su R, le singolaritd provenienti da 1/z? si annullano
per < 0 ed > 0. Inoltre il primo contributo alla (6.29) puo essere riscritto nella forma

P@) [/:‘” so(x)+so(x;)2s0(0)dx+2<pg(0)}

lim 5
e=0t Jig|>e X e—0t

Combinando quindi con la (6.29), ed in virtu del teorema fondamentale del calcolo, troviamo

oo p(x —x) — 2¢(0 x —x) — 2¢(0
p(x) + (=) w()dx:/ww()ﬂﬁ(xz) #0) 4.

(F.p.;lz, <p) — lim (6.30)

e—0t J, x?

Verifichiamo che F.p.-2 € §'(R); l'integranda in (6.30) & limitata in = 0, infatti per z > 0 si ha

x

—2) — 20(0 1 ¥ Y "
‘W)w( 2) - 241 )‘sz/() dy/yisa ©)]de < ¢l

T

Di conseguenza, il funzionale lineare F.p.25 : S(R) — R ¢ continuo in $(R™), in quanto

1
(rs)] =
0

“dzx
<leloz+4 s {le@I} [ 5 < lielloa + 4lelloo-
z€[1,400) 1z

o(7) + p(—z) — 2¢(0)
{EQ

/“"’ ‘ p(z) + (=) = 20(0)|

2

‘daH—

o FORMULA DI PLEMELJ—SOKHOTSKI
Nello studio delle proprieta spettrali degli operatori, cosi come in Teoria della risposta lineare, ci
si imbatte spesso nella seguente identita, nota come formula di Plemelj—Sokhotski:

]_ 5_>0+ ]. .
P P.v.x_a Fmdg, inSR) VaeR. (6.31)

La dimostrazione della (6.31) segue dalle formule (6.27) e (6.24), sicché Vi € S(R) &

(x_;ing) = [/Rmdxzm/R @ —Efz)(f)+52 dx} 207 (P.v.;a F wda,s&>.
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6.5 Calcolo distribuzionale

L’importanza della teoria delle distribuzioni emerge nel momento in cui si estendono alcune operazioni
fondamentali di calcolo, quali e.g. la derivazione o la trasformazione secondo Fourier, allo spazio delle
distribuzioni. Cio permette di collocare in un contesto rigoroso alcune proprieta di calcolo altrimenti
mal definite, come puo esserlo per esempio la derivata (nel senso usuale) della delta di Dirac.

Cominciamo dall’operazione di coniugazione complessa in §'(R); se T, € §'(R) e regolare, allora la
distribuzione complessa coniugata ‘ITI € §'(R) ad essa associata sara definita come

) = [ Foetdx= [ foplx)dx=(5.9). ¢ es®),
R’V‘L
Quest’ultima uguaglianza puo essere adoperata come definizione per generiche distribuzioni temperate.

DEFINIZIONE (CONIUGAZIONE COMPLESSA IN §'(R")) - Sia T € §'(R™). Definiamo T € S'(R) come
(T, 0) = (T,9), Vo € S(R™). (6.32)

La delta di Dirac, e.g. & una distribuzione singolare reale, essendo (&4, ) = @(a) = (dq, ¢).

Consideriamo ora 'operazione di moltiplicazione in §’. Essendo §’ vettoriale, esso & per definizione
chiuso rispetto alla moltiplicazione per uno scalare; tuttavia, non forma un’algebra rispetto all’usuale
prodotto, nel senso che VTl,Tg 6 5 in generale’% T, - T, ¢ §’'. Supponiamo invece che T, € §'(R")
sia regolare, i.e. wa x)dx e che f € CF(R™): in virtu del teorema di “moltiplicazione
in S(R™)” (si Veda §6 2) abblamo che Vgo € S(R™) & fp € S(R™), per cui

o) = [ WEedx= [ se)dx=(S.f0).  oes®)

La precedente suggerisce pertanto la seguente definizione di moltiplicazione in §'(R™).

DEFINIZIONE (MOLTIPLICAZIONE IN §'(R")) - f € CR(R™), T € §'(R"); definiamo fT € §'(R™) come

(fT, cp) = (T,fcp), v € S(R™). (6.33)

E.g., nel caso della delta di Dirac troviamo che V£ € C3(R"™) e Vo € S(R™) & (fda,¢) = (da, fp) =
(fe)(a) = f(a)(da,p) con a € R™, ovvero fd, = f(a)da. L’operazione di moltiplicazione puod essere
ulteriormente estesa, e.g. il prodotto f0, = f(a)da continua ad aver senso V f € C(R"™).

Vediamo ora come si trasformano le distribuzioni in §'(R™) rispetto ad un opportuno cambiamento
di scala; al solito, consideriamo dapprima il caso semplice di una distribuzione regolare. Sia quindi
a:S(R™) — S(R™) con a € R™\ {0}, 'operatore di cambiamento di scala cosi definito

5a(t) 1 f € S(R™) = (saf)(x) = (A7 'x) € S(R™), (6.34)
con A = diag{a1,as,...,a,}. Presa quindi la distribuzione regolare T, € §'(R"), si ha
(Tour ) = / f(A'x)p(x) dx = |detA| N f(x)p(Ax) dx = |detA| (T, 55" ¢), v e S(R"),

dove detA = ajas - - - a, ed A~ = diag{ - c ai} La precedente motiva la seguente

a1’ as’

DEFINIZIONE (CAMBIAMENTO DI SCALA IN S'(R™)) - Sia ¥ € §'(R"™); definiamo s,% € S'(R™) come

(58T, ) := |detA|(T, 57 ), @ € S(R™). (6.35)

H16Pil avanti vedremo come sia possibile munire §’ della struttura di algebra rispetto al prodotto di convoluzione.
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Nel caso della distribuzione delta di Dirac, troviamo in particolare (sa0b,¢) = |detA|(dp,55'¢) =
|detAlp(Ab) = [detA|(6.4b, ), essendo Ab = (a1by, agbs, . .., azb,) € R", sicché

5a0b = |detAlo4p,  VaeR™\ {0}, VbeR"

Un caso particolarmente importante ¢ operatore di riflessione v : S(R™) — S(R™) definito come
t:=s5_1, ie. (vf)(x) := f(—x). In virth della (6.35), definiamo I'operazione di riflessione in §'(R™).

DEFINIZIONE (RIFLESSIONE IN §'(R™)) - Sia ¥ € §'(R™); definiamo t% € S'(R™) come

(xT,¢) = (T,vp), © € S(R™). (6.36)

Applicando la (6.36) alla delta di Dirac, ritroviamo la nota proprieta di paritd vd = 6.
Sia ora ta(+) : f € S(R™) — (taf)(x) = f(x —a) € S(R™), con a € R" l'operatore di traslazione in
S(R™). L’azione di ta su una distribuzione regolare T, € §'(R™) ¢ data dalla relazione

(Sur#) = [ (e dx= [ fRexradx= (Stap). ¢ esE®.

Possiamo allora dare la seguente definizione di traslazione di una distribuzione.
DEFINIZIONE (TRASLAZIONE IN S’ (R™)) - Sia T € §'(R™); definiamo t,% € S'(R™) come
(taT, ) = (T, t_ap), aeR", pesR). (6.37)

Nel caso della delta, risulta ta0p = 0atb; quest’ultima, unita all’invarianza sotto riflessioni rispetto
all’origine, implica (téa, cp) = (ttad, ) = (¥4, t_ap) = (6, t_ap) = p(a), i.e. 0y = 04, Va € R™.

Le operazioni precedenti si riassumono in termini di una generica trasformazione lineare in S(R"™).
Sia dunque g(-) : f € S(R") = (gf)(x) = f(A7 (x —a)) € S(R") con A € End(R") ed a € R, il
rappresentativo su S(R™) della mappa R" > x — Ax 4+ a € R™; presa T, € §'(R"), si ha

(Tar ) = |det Al A f¥)e(Ay +a)dy = |detA|(Tr,07 '), ¢ SR
La precedente motiva la seguente definizione di trasformazione lineare di una distribuzione.

DEFINIZIONE (TRASFORMAZIONE LINEARE IN §'(R")) - Sia T € S'(R") eg(-) : f € S(R") — (gf)(x) =
f(A7Y(x —a)) € S(R™) come prima. Definiamo la distribuzione trasformata g% € §'(R™) come

(6T,0) = (T.07'9),  peSERM). (6.38)

La (6.38) permette di studiare le proprieta di invarianza delle distribuzioni rispetto ad opportune trasfor-
mazioni (e.g. rotazioni, trasformazioni di Galilei, trasformazioni di Lorentz, etc.).

Esempi

o IDENTITA DISTRIBUZIONALI zP.v.1/x =1 ED 2?F.p.1/2? =1
Poniamo £(x) = = e g(x) = 2%; & evidente che sia f che g sono a lenta crescita. Del resto, negli
esempi al §6.3 si ¢ visto che P.v.z™1 F.p.z72 € §'(R), essendo P.v.z~! definita come in (6.26) e
F.p.z~2 come in (6.29). In virtl della definizione (6.33), troviamo dunque che V¢ € S(R) sono

(xP.v.%,gp) = (P.v.%,xcp) = lim () dx:/ch: (1,9),

e—0*t |z|>e T

(a:QF.p.w%aW) = (F.p.%zw%@) = lim l/|m|>€ T (@) - 23?2@(36)’1’_0] = /Rw(x)da: = (1,80).

e—0+ x2 €
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6.5.1 Derivata distribuzionale, prodotto diretto e prodotto di convoluzione

Introduciamo ora il concetto di derivata di una distribuzione. Come in precedenza, partiamo dal caso
semplice di una distribuzione regolare: sia quindi f € S(R") e T, € §'(R") la distribuzione regolare ad
essa associata. Integrando |a| € Ny volte per parti, o € NjJ, scopriamo che azione della distribuzione
regolare’” Tya, € §'(R™) sulla funzione di prova di Schwartz ¢ € S(R™) & descritta dalla relazione

(Tour, ) = /]R O f(x)p(x) dx = (~1)l A ()08 p(x) dx = (=1)1*(Ty, ).
La seguente definizione estende dunque 'operazione di derivazione allo spazio delle distribuzioni.

DEFINIZIONE (DERIVATA DISTRIBUZIONALE) - Sia T € §'(R"), a € NJ un multi—indice. Chiameremo
derivata distribuzionale a—esima di ¥ la distribuzione 9*T € §'(R™) definita come

(0°%, ) == (=1)le (T,0%), v € S(R™). (6.39)

La (6.39) definisce effettivamente una distribuzione in §'(R™); la linearita della mappa 9“% : S(R™) —
C & ovvia, mentre la continuitd segue dalla continuita di ¥ e di 9% in S(R™): infatti, se ¢, — ¢ per
v — 400 in S(R™), sard 9%p, — 0%p per v — +o0 in S(R™), sicché
((90‘3, <,Oy) — (_1)\oc| (3’ 6a<py) m) (_l)la\ (fL 80‘@) _ (30“3,', 90).

Ciascuna distribuzione temperata ¢ dunque differenziabile, i.e. lo spazio §’ & un’estensione dello spazio
delle funzioni chiuso rispetto all’operazione di derivazione. Il seguente teorema di struttura, del quale
tuttavia omettiamo la dimostrazione, mostra come S’ individui, in realta, la pit piccola estensione dello
spazio delle funzioni temperate, chiuso rispetto alla differenziazione.

TEOREMA (STRUTTURA DI §') - Sia T € §'(R"™); allora 3 f € C(R™,C) temperata ed o € NJ t.c.
T=0%%, in S[R"). (6.40)
Dimostrazione. Sivedae.g. V. S. Vladimirov — METHODS OF THE THEORY OF ..., §5.4, pg. 80-81. [
OsSERVAZIONE I — Dalla definizione (6.39) segue che se Ty € S'(R") & regolare, allora
0%%r = Ty, Va e Ng.

In particolare, se %%, € §'(R™) ¢ essa stessa regolare, allora 34 : R™ — C che definisce 9*%; € §'(R"),
ie. 09%s = T,. Alla luce dell’osservazione precedente, abbiamo quindi che T, = Tyar, ovvero

[ atopax= 0 [ fr@dx= [ @0)xexdx  pes®). (64
Si usa allora affermare che g € la a—esima derivata debole di f e si scrive g = 0%f. Confrontando la
(6.41) con la definizione (4.22) di derivata debole introdotta nel §4.4, & evidente che ’operatore D¢ altro
non & che una restrizione in Ly (R™) dell’operatore 9 di derivazione distribuzionale.

Vediamo ora come implementare in §’' 'operazione di prodotto diretto. Per cominciare, siano Ty €
S'(R™) e T, € §'(R™) due distribuzioni regolari; presa ¢ € S(R"*™), risulta

x50 = [ Uxamysteyiavax= [ g6 [ s ay)ax= (5. 5.0)

in virth del teorema di Fubini-Tonelli; equivalentemente (T, x T,,¢) = (T,,(%s,¢)). Nel seguito
adopereremo la prima espressione come definizione del prodotto diretto su S'.

17Ricordiamo che S(R™) & invariante rispetto alla mappa ¢ — 0%, V¢ € S(R™) e Va € N.
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DEFINIZIONE (PRODOTTO DIRETTO IN §') - ¥ € §'(R™), T € §'(R™); def. Ty x Ty € §'(R™T™) come
(El X ‘IQ? ‘P) = (‘Ila (‘IQa (10))7 Y e 5(Rn+m) (642)
11 fatto che la (6.42) sia in ', segue dal prossimo lemma, del quale diamo una dimostrazione parziale.

LEMMA I - VT € §'(R™) e Vo € S(R™™™), si ha che Y(x) = (T,0(x,y)) € S(R™) ed (0%¢)(x) =
(‘E, 02 (%, y)), con a € N, Inoltre, se o, — ¢ per v — +oo in S(R"™™), allora

bo(x) = (Toxy)) 5% y(x),  in S(RM).

Dimostrazione. Si dimostra che ¢ € C(R™) e 02¢(x) = (%,0%¢(x,y)), Va € N (si veda V. S.
Viadimirov — METHODS OF THE ..., §3.1, pgg. 41-42); dunque v € C*(R"). Verifichiamo che
1 € S(R™): essendo T € §'(R™), dalla continuitd segue che I € RT ed N € N t.c.

] = (T ey <k Y swp {|ar(n5eeey)| )

0<y,e<Nm YER™

D’altronde si & visto che 921(x) = (T,020(x,y)), sicché

el <k Y sw {0 )550e(x, )|} (6.43)

0<y,e<Nm YER™

la quale ¢ soddisfatta, essendo ¢ € S(R"™). Ma allora 1) € S(R"™), in quanto

llas <K D sup {0207 (v) (9505¢) (x. )]},

0<ry o \/m XER™, yER™

ed il membro di sinistra e limitato Va, 5 € Nj. Proviamo infine la convergenza. Sia dunque ¢, — ¢
per v — +oo in S(R"T™): applicando la (6.43) a ¢, — ¢ per dato v € N, si ha

o v—+00
oy =¢las <€ > swp  {| 6090 (v) 0005 (o0 — )] ()| | 0,
0<y,e<m (Ry)ERm ™
ovvero {1, —t¥},en & una successione nulla in S(R"*™), per v — +o0. O

Il prodotto diretto permette di fattorizzare rigorosamente la distribuzione delta in §'(R™) in termini
di distribuzioni delta unidimensionali; infatti, posto a = (a1, as,...,a,) € R™ possiamo rivedere §, €
S'(R™) come il prodotto diretto di n delta distribuzioni d,, € S'(R), ognuna centrata in a; € R, i.e.

0a = 0ay X 0gy X =+ X 0q, a=(ay,as,...,a,) € R, (6.44)
in §'(R™), essendo (537@) = p(a) = p(ar,ag,...,a,) = (5a1, (§a2,...,(5an,<p(x1,x2,...,mn))...)) =
(8ay X Bay X -+ X 0q,, @(T1,22,...,25)), con ¢ € S(R™).

Il prodotto diretto gode di alcune importanti proprieta, riassunte nella seguente proposizione.

PROPOSIZIONE (PROPRIETA DEL PRODOTTO DIRETTO) - Valgono le sequenti proprieta:

1) commutativita del prodotto diretto, i.e. YT € S(R™) e V Ty € S(R™) risulta essere

‘Zl X 32 = TQ X {Zl; (645)

2) associativita del prodotto diretto, i.e. ¥ T1 € S(R"), Ty € §'(R™) e T3 € S(R¥) si ha

El X (iz X 13) = (11 X Sz) X ‘zg; (646)
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3) moltiplicazione del prodotto diretto, i.e. YT, € §'(R™), VZ5 € §'(R™) risulta
a1 (x)a(y)(T1 x T2) = (a1 (x)T1) X (a2(y)T2), Va € Ci(R™), Vay € Cp(R™);  (6.47)

4) differenziazione del prodotto diretto, i.e. YT, € §'(R™), VZy € §'(R™) risulta
0500 (T x Ty) = (05T1) x (0)T2), VaeNj, VBeNG. (6.48)

Dimostrazione. Cominciamo dalla (6.45) e verifichiamo che sia soddisfatta sullo spazio delle ¢ € §(R™T™)
tali che p(x,y) = u(x)v(y), con u € S(R™) e » € S(R™). La prova ¢ immediata, infatti

(T1, (T2, 0(x)0(y)) = (Tr () (T2, 2(y))) = (T2, 0(3)) (T1, u(x))
= (‘IQa y(Y) (‘217 u(X))) = (‘327 (‘:17 u(x)z/(x))) = (‘IQa (‘317 (p(X, y))) .
In virtu della linearita di Ty, To, la (6.45) vale anche nel sottospazio delle ¢ € S(R"T™) della forma
o(x,y) = Zszl u, (X))o (y), con u, € S(R™) ed v, € S(R™) per k =1,2,..., N. L’estensione della (6.44)
a tutto S(R™*™) si ottiene dimostrando che il precedente sottospazio di S(R™™) ¢ denso in S(R"T™)
[ ]. Proviamo quindi I'associativita: presa ¢ € S(R**™+F) risulta

(1 x T2) x T, 0(x,y,2)) = (T1 x Ta, (T3, 0(x,y,2)) = (T1, (T2, (T3, 0(x,y,2))))
= (‘Il7 (Tg X ‘Ig,(p(x,y,z))) = (Tl X (‘Ig X Sg),cp(x,y,z)) .

Per la proprieta di differenziazione (6.48), & sufficiente invocare la definizione (6.39) di derivata dis-
tribuzionale e la proprieta di commutativita (6.45); presa quindi ¢ € S(R"T™), troviamo

(0205 (%1 x T2), 0(x.y)) = (~1)/ (T, (T2, 0205 0(x. ) ) = (=)} (T0, (95F2. 920 (x. 7))
= (1) (9%, (S1.080(x.y) ) = (952, (921, 0(x¥) ) = ((02T1) x (8)%2), 0(x,¥)),
Vo € N2, B € NI, Verifichiamo infine la (6.47): siano a € C$3(R™) ed a, € C53(R™), allora
(2 00m ) (1 x %), 0(x,¥)) = (T1(T2, aD)px.y)) ) = (T a0 (T2 :(y)¢(x.¥)))
— (20T, ()% ¢(x)) = ((@ET1) x (@) x T2),¢(x,y);

avendo osservato, al secondo passaggio, che ajayp € S(R"™™) (teorema “moltiplicazione in 57). O

Discutiamo infine le proprieta del prodotto di convoluzione in §’. Cominceremo dallo spazio delle
funzioni di prova S(R™), per poi estendere la definizione anche allo spazio delle distribuzioni.

DEFINIZIONE (CONVOLUZIONE IN §) - Siano ¢, ¢ € S(R™); def. convoluzione di ¢ e ¢ lintegrale

(re) ()= | )plx—y)dy. (6.49)

La (6.49) gode delle proprietd commutativa ed associativa. La prima ¢ banale; per 'associativita,
invece, ¢ sufficiente invocare il teorema di Fubini—Tonelli, sicché per ogni ¥, ¢, ¢ € S(R™) si ha

((w * ) * ¢)(X) = / (v = @) (y)o(x—y)dy = /n | V@ely —2)¢(x —y)dady
[ o] [ otv-oec-yay]aa 222 [ u] [ emie(x-n-5)a5)as
| v s )a=y)da= (v (¢ + 9))x.
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Inoltre, il prodotto di convoluzione & invariante sotto traslazioni, i.e. commuta con t, : S(R™) — S(R™):

ta(V* @) = (ta¥) * o = ¥ * (tapp), acR" (6.50)
Si noti che, nel definire la (6.49), si ¢ tacitamente assunto che ¥ * ¢ € S(R™). Verifichiamo quindi
che la mappa S(R™) 3 ¢ — ¢ x p € S(R™) ¢& lineare e continua, per ogni ¢ € S(R™).
LEMMA II - Siano f,g € S(R™); allora f * g € B(S(R™)), i.e. ¢ lineare e continuo in S(R™).

Dimostrazione. La linearita ¢ banale; per la continuita, invece, si trova che Va, 8 € N &

I =alos = sup {0020+ )60} < s { [ ol rwoZata) av .

essendo z = x +y € R". Esprimiamo ora M*(x) in termini di z ed y: per definizione M*(y + z) =
(y1+20)" (Y2 + 22)* -+ (Yn + 20) ", per cui

“(aty)= HZ() —Z() (v)30°H(2).

1<j<n kj<ay k<a

Di conseguenza, tenendo presente che £ € S(R™) e g € S(R™), si trova

Vsl =30 (5) sw { [ e eis@liae @ost)ay

k<a x€R™

=2 (Z) Sup { /]R mlw(y)ﬂy)!w“’“(z)afg(z)l dy}

k<«

(0%
<1, 3 (%) (Whea + Ullesco) lola-s
k<o

essendo ¢ = [2u] e p € RT t.c. 1T, =[5, (14 |y|?) " dy sia finito. Pertanto f * g € B(S(R")). O

OSSERVAZIONE II — Il teorema precedente mostra che il prodotto di convoluzione di funzioni a rapida
decrescenza esiste ed € esso stesso a rapida decrescenza; esistono, tuttavia, altri criteri di esistenza per
il prodotto di convoluzione. E.g. se f,g € L1,0.(R™) e se supp(f) C A, supp(g) C B, con A,B C R"
t.c. per ogni R € RT linsieme T = {(x,y) € Ax B : |x +y| < R} ¢ limitato in R?*", allora
f * g € L1,10.(R"); infatti, invocando nuovamente il teorema di Fubini-Tonelli, si ottiene

/|X<R!(f*g)(x)|dx§//|X<le(y>|lzz(x—y)|dydxg//TR F3)||g(z)|dy dz < +oc.

In particolare, se f e g sono a supporto compatto, allora Tg & limitato La definizione (6.49) vale anche
per funzioni sommabili; in tal caso, se f € L,(R") eg € L (R”) con L4 1> 1 allora f * g € L.(R")
con ; 5—1—5—1 Infatti, sceltla,ﬁeRa“, t,s >1tc r- —|—s_1+t_ =lL,ar=p=(1—-a)se
Br =q=(1—pB)t risulta p(1 +rs~1) =7 = q¢(1 + rt~!) per cui, invocando la disuguaghanza di Holder
ed il teorema di Fubini—Tonelli, si ottiene

If * g HET(R") < /Rn [/Rn |f(y)’a‘g(X— y>|ﬁ‘f(y)|1_a|g(x _ y)ll—ﬁ} dx

<[ [ vollsec-wl"ay| [ | ay] " [ 1=l ay " ax

si & cosi dimostrato, nella sua forma pit generale, la disuguaglianza di Young (vedi §5.3.2 e §6.1):

1 1 1
If y S lp,@mllg iz, @y, —=—4+--1, 1<p,qg< 0. (6.51)

r P 4q
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Passiamo ora allo spazio delle distribuzioni. L’estensione della convoluzione in §'(R™) non & priva
di complicazioni; per motivare le definizioni che verranno, partiamo dal caso di distribuzioni regolari.
Siano dunque Ty, T, € §'(R™) regolari, con f,g € S(R™) per semplicita. Alla luce di quanto osservato,
f * g € S(R™) e dunque definisce la distribuzione regolare T, , € S'(R") definita come

(Tr e 0) :/]R (f = y)(X)dXZ/R f(}’)[/R (fyy)(X)w(X)dX} dy = (‘If, (Tg,w(ery)))
In virtd della definizione (6.42) del prodotto diretto Ty x T, € §'(R?*"), si ottiene

(Tregr®) = (Tr x Tpp(x+y)), @SR, (6.52)

Si potrebbe allora pensare di prendere la precedente come definizione di prodotto di convoluzione in
S'(R™); tuttavia, se p(x) € S(R™), allora in generale’'® o(x +y) ¢ S(R?") e dunque la (6.52) pud non
esistere nel caso di generiche distribuzioni. Per individuare le ipotesi sotto le quali la (6.52) individua
un prodotto di convoluzione tra distribuzioni, ¢ conveniente riscrivere la stessa nella forma | ]

(Trem9) = lim (T x Tmey)ex+y)), v e SR, (6.53)

v——+00

dove {n,},en € una successione di D(R?") convergente ad uno in R?". L’equivalenza tra la (6.52) e
la (6.53), & evidente alla luce del teorema sulla convergenza dominata: infatti c|f(x)g(y)e(x +y)| &
integrabile su R?"” e domina la successione f(x)g(y)n.(X,y)p(x +y), per ogni v € N.

La (6.53) suggerisce la seguente definizione di prodotto di convoluzione in 2'(R™).

DEFINIZIONE (CONVOLUZIONE IN 2') - Siano T, T € D'(R") te. T x T € D' (R*™) ammetta
Uestensione!'® (71 x Tz, ) V¢ € D(R™) della forma p(x +y). Definiamo T; * T € D'(R™) come

(T * T, ) := lim (Tl X Ty, m, (X, y)cp(ery)), v € D(R™). (6.54)

v——+00

Il fatto che 74 % T, € D'(R™) segue (a fronte della completezza di D) dalla continuitad in D(R™) di

(T1 x T, mu(x,yp(x +y))) per ogni v € N. La verifica ¢ immediata: presa {¢)}ren nulla in D(R™)

per k — 400, si ha che n,(x,y)pr(x +y) — 0 per k — +oo in D(R?"), essendo {n,}, C D(R?*); ma

Ty x Ty € D'(R?™), dunque & continuo e quindi (5 x %, 1, (X, y)¢r(x+y)) — 0 per v — +oo in D(R™).
Laddove esista, il prodotto di convoluzione (6.54) soddisfa le proprieta elencate di seguito.

PROPOSIZIONE (PROPRIETA DELLA CONVOLUZIONE IN 9') - Valgono le sequenti proprieta:

1) commutativita del prodotto di convoluzione, i.e. ¥VT1, T € D'(R™) risulta

T+ T =T « T; (6.55)
2) associativita, i.e. VT1, T, T3 € D'(R™) t.c. esistano Ty * T * T3, Ty * T, T *x T3 € T; x T3, si ha
To* (B * B3) = (T x T2) * T (6.56)

3) traslazione e riflessione del prodotto di convoluzione, i.e. VT, To € D'(R™) ed a € R™ si ha
(taZi) * B =ta(Ti * B) =T * (taB), (v71) * (vB) =(T1 * Ta); (6.57)

4) prodotto di convoluzione con la delta di Dirac, VT € D'(R"), risulta

T % 6="T; (6.58)

18K g, di prenda ¢(x) = e IxI? ¢ S(R™), allora p(x +y) = e*|x‘ze*‘y|2672x'y, ma e~ 2XY ¢ §(R27).
I19Nel senso che, dati 71, 72 € D'(R™), allora esiste il limite lim, 4 oo (‘2‘1 X T,y (X, y)e(x + y)) = ( 1 X B, o(x+ y))7
indipendentemente dalla successione {1, },cn di D(R?™) convergente ad uno in R?™.
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5) differenziazione del prodotto di convoluzione, i.e. ¥ Ty, Ty € D' (R™) risulta

(8“‘1‘1) *x Ty = 8’1(71 * 'Tg) =T % (80‘(1‘2), Va e Ng. (6.59)

Dimostrazione. Commutativita ed associativita seguono dalle analoghe proprieta per il prodotto diretto.
Per la traslazione, invece, si noti che (to(T4 * %), ) = (71 * T, (X +y + a)) per cui, interpretando
p(x +y + a) come il risultato dell’azione di t_, sulle variabili x ed y rispettivamente, troviamo

(7 + (taB).0) = (T (Tplx +y +2)) = (ta(Ti * B).0)
= (B, (1,0 +y +2)) = (B, (b 0(x+)) = (i) * B, ).

Si dimostra in modo analogo la proprieta (6.56) di riflessione del prodotto di convoluzione, i.e.

(x(T * B).¢) = (T x Bop(—x—y)) = (T, (+B 0y — %))
— (t%, (tq‘l,@(x+y))) = ((tfz‘l) X (t%),gp(x—ky)) = ((t‘li) * (t‘l‘z),<P).

Per la convoluzione con la delta, ¢ sufficiente notare che (7 * §,¢) = (7(x),(0(y),¢(x +y))) =
(T(x),p(x)) = (T, ), dove la notazione serve ad evidenziare la variabile sulla quale il funzionale agisce.
Infine, per la proprieta di (6.59) troviamo (9%(Tq * ), @) = (=1)I°l(7 * T3, 0%p) sicché

(3"‘(?‘1 * Tz),w) = (*U"”(Tu (%,5§‘¢(X+y))) = (?‘1 (55”[2,80(X+}’))) = (T * 0°%, ).
La seconda identita nella (6.59) segue invocando la proprieta commutativa (6.55). O

Dalla proprieta (6.58) si deducono in modo elementare le seguenti importanti espressioni:

0T = 6 % 0°T = 9°6 * T, (6.60)
taT =0a x T, VacR" (6.61)

con T € D'(R™), la prima delle quali si ottiene in virtl della proprietad di traslazione t,6 = d, con
a € R™, mentre per la seconda & sufficiente invocare la proprieta di differenziazione (6.59).

OSSERVAZIONE 11T — La (6.57) mostra come il prodotto di convoluzione di distribuzioni, laddove definito,
ammetta unita; in altre parole, indicando con Z(R™) il sottospazio di D(R™) sul quale 7; x T ammette
estensione, potremo affermare che (2'(R™), x ) forma un’algebra abeliana di distribuzioni con unita.

OSSERVAZIONE IV — La relazione 7 % § = T puo essere equivalentemente interpretata affermando che
ogni distribuzione puo esprimersi come somma di infinite distribuzioni deltiformi, formalmente

T(x) = / T(y)d(x —y)dy, T e D'(R"). (6.62)
La scrittura simbolica (6.62) & particolarmente cara ai fisici, poiché in essa & racchiusa 'idea secondo la
quale ciascun corpo materiale puo essere interpretato come somma di infinite masse puntiformi, oppure
ogni distribuzione di carica & somma di infinite cariche puntiformi, e cosi via.

OSSERVAZIONE V — In virtu della (6.57), le d—famiglie definite in (6.25) sono anche note come approssi-
mazioni dell’identita; tale terminologia segue in particolare dal fatto che Li(R™) & chiuso rispetto al
prodotto di convoluzione ma non ammette identitd, in quanto 1 ¢ Li(R™). Le §—famiglie {f;, ¢ € RT}
rivestono pertanto il ruolo di approssimazioni dell’identita, nel senso che

g(x) = Elir& (g * £)(x), q. o. in R™, (6.63)
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dove l'operazione di limite e intesa rispetto alla topologia di L.

Resta da chiarire sotto quali ipotesi il prodotto di convoluzione (6.54) esiste. A questo proposito,
occorre osservare che 7 € D'(R™) ¢ nulla su un aperto A C R™ se (7,¢) = 0 per ogni ¢ € A, con
supp(¢) C A. Si puo allora dimostrare che, data la collezione {A)}ren degli aperti di R™ sulle quali la
distribuzione 7 € 2/(R™) ¢ nulla, allora 7 = 0 su ¢ € [J, Ax | ]

DEFINIZIONE (SUPPORTO DI UNA DISTRIBUZIONE) - Definiamo supporto della distribuzione T €
D'(R™), il complemento in D(R™) dell’aperto massimale sul quale T & nulla.

Essendo  unione di aperti, allora supp(7) & chiuso. In particolare, diremo che 7 € 9'(R™) & a supporto
compatto!?’ se supp(7) € D(R") e scriveremo T € E(R"). Vale allora il seguente

TEOREMA (ESISTENZA DELLA CONVOLUZIONE IN D) - 71 € D'(Q), b € £(Q) = 37 « T € D'(Q),

(T * Byp) = (T X Bon(y)p(x+y)), v €DQ), (6.64)
dove n € D(Q) & uguale ad uno in un intorno del supporto di Ts.

Dimostrazione. Siveda V. S. Viadimirov — METHODS OF THE ..., §4.3, pgg. 57-58. O

11 precedente teorema si estende banalmente allo spazio delle distribuzioni temperate, essendo §' C
?'. In particolare, ¢ possibile dimostrare che la convoluzione & un’operazione continua da §’ in sé.

TEOREMA (CONTINUITA DELLA CONVOLUZIONE IN §') - 7 € £(R"), T € §'(R") = 37 = T € §'(R"),

(T % T0) = (TxTa@ex+y), SR, (6.65)
dove n € D(R™) vale uno in un intorno di supp(7T). La mappa S'(R") > T — T x T € §'(R™) ¢é continua.

Dimostrazione. In virtu del precedente teorema, 37 * T € D'(R"), rappresentato nella forma (6.64)
con ¢ € D(R™). Proviamo che il membro di destra della (6.64) definisce una mappa lineare e continua
da S(R™) in sé. Sia quindi ¢ € S(R"): essendo n € D(R") & n(y)e(x +y) € S(R*") e poiché 7 x T &
lineare, allora anche il membro di destra della (6.64) ¢ lineare in S(R™). Per provare la continuita, sia
Yy — @ per v — 400 in S(R™); allora ¥V a, 8,7 € Ny risulta

v——+o00o

M (x) M ()07 [n(y)pn (x +y)] o — M (x) M7 ()0 [n(y)e(x + y)],

per cui
v——+oo

nY)ey(x+y) = n(y)e(x+y), i SER™).
Ma 7 x T € §'(R?"), da cui segue la continuitd del membro di destra della (6.64) su S(R™).

Esempi

o DERIVATA PRIMA E SECONDA DELLA DISTRIBUZIONE f(z) = x6(x)
Sia f(-) : @ € R f(z) = 20(x) € R; per come definita, £ & lipshitziana in R ma non differenziabile
per = 0. D’altronde essa genera la distribuzione temperata T, € §'(R) definita come

() = /Rf(x)w(x)ddf =/R rp(z)da, ¢ € S(R).

+
0

1208i noti che ogni distribuzione a supporto compatto & di ordine finito e temperata [ ]
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1,0 + [[¢ll3,0); Pazione della derivata dis-

E evidente che T, € §'(R"), infatti |(T;, )| < Z(|l¢|
= —(%y,0¢) ed integrando per parti

tribuzionale su f sara quindi (Df, ¢) = (T, )

(D(m@),ap) = —/

Ry

r@)de == [ o= [o@p@da= 0.0, oes®)

Consideriamo ora la derivata distribuzionale seconda di f = x6: essendo 6 € S'(R) (come &
immediato verificare) ed in virtl delle proprieta di differenziazione in 5/, si ha

#.9) == [ o) @z == [ Fa@)dz=p0)=G.9).  pes®)

e cioe

(20)" =0’ =6, (6.66)

nel senso distribuzionale. Sia ora g(-) : * € R — g(z) = 20(x) — 20(—x) € R; evidentemente
g € S(R), essendo combinazione lineare del prodotto di una funzione a crescita polinomiale (i.e.
f(z) = z) e di una distribuzione temperata. Alla luce della (6.66), risulta

(@) = 0(z) +0(—2) + 2[0(z) + 0'(—2)] = sg(x) + 224(x),

avendo invocato la paritd della delta e definito sg(z) := 0(x) + 0(—x) la distribuzione segno.
D’altra parte z™d(x) = 0 per ogni € R e Vm € N, dal momento che (z™0,¢) = (4, 2™¢) =
2™o(x)|e=0 = 0, Vm € N; vale allora I'identita distribuzionale ¢’ = sg.

DERIVATA PRIMA E SECONDA DELLA DISTRIBUZIONE In |z| = 0(x)Inx + 6(—x) In(—x)

Sia In|z| = 6(z)Inz + 0(—z) In(—z); evidentemente In |z| € §'(R), essendo combinazione lineare
del prodotto di una funzione a lenta crescita e di una distribuzione temperata. Calcoliamo la
derivata distribuzionale di In |x|: tenendo conto del fatto che In |x| & singolare in x = 0, scriviamo

d _ A . /
(@ 1n|x\,<p) = — (In|z|,¢") = s1_1%1+ . [H(m) Inz 4 6(—x) In( x)}gp (z)dx
+oo —€
= lim [/ lnaxp’(x)dx—k/ ln(—x)(p’(m)dx}
e—0+ e —00
. p(z) ,
=1 —d lim 1 —p(—¢)|.
E_1>%1+ lz|>e T m+s—l>r(r)1+ HE[QD(&‘) QO( 6)]

D’altronde p(£e) = ¢(0) £ ¢'(0)e e quindi ¢(e) — p(—¢) = 2¢’(0)e; inserendo quanto osservato
nella precedente, tenendo presente il limite notevole lim,_,o+ eIn(e) = 0 e richiamando infine la
definizione (6.26) per il valor principale di Cauchy di 1/z, troviamo in definitiva
d 1
(—lnm,(p) = lim @dx+2cp’(0) lim elne = (P.V.*,(,O), v € S(R).
x

dzx e—0t lz|>e T e—0t

Consideriamo ora la derivata distribuzionale del valor principale di Cauchy. Negli esempi al §6.4

si ¢ visto che P.v.% € §'(R), i.e. ¢ una distribuzione temperata, indi per cui

d 1 1 / /
(*PV-*,so) = —(P-v.—,cp’) . —P.v./ @ 4o~ tim ACHP
dx x x R X =0t Jjzj>e T
. oo - .
— _ lim [/ s@(f)der/ s@(f)dwr @)= @) ]
e—=0+ oo T te X xT —o0 x +e
~ o(x) 2¢'(0) 1
=-1 Elde— 2 = —(Fp— R).
i ([ e 20)(rate). eesw)
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Pertanto le derivate distribuzionali prima e seconda di In |x| corrispondono rispettivamente al valor
principale di Cauchy di 1/z ed alla parte finita di Hadamard di 1/2? (vedi equazione (6.29)), i.e

— In|z| = —Pwv.— = -F.p.—. (6.67)
x x x x

COMPOSIZIONE DELLA DELTA DI DIRAC CON UNA FUNZIONE C
Sia a € C'(R) ed {f, ¢ € R} una d—famiglia t.c. 7z — ¢ per ¢ — 0T in 2/(R). Definiamo la
distribuzione composta § o a come il limite debole in 2'(R) della composizione £ o a, i.e.

doa:= lim fE oa.
e—0+t
Si dimostra che § o a € D'(R) | |. Per semplicita, indichiamo con é(a(x)) = (6 o a)(a:) =

lim, o+ £ (a(x)); supponiamo inoltre che a ammetta zeri semplici nei punti {zx}r=12
allora la seguente identita distribuzionale

s(a(@) = Y Oz = ax) (6.68)

e

.....

E sufficiente provare la (6.68) in un intorno del k—esimo zero. Sia pertanto p € D([zy—eg, Tx+ex]),
con g € Rar t.c. a(z) sia monotona in [xy — ek, T + £;); avremo quindi

Tr+ek u(xk'i'fk) dy

(8(a@)), ) = lim fe(a(z))p(x) da = lim fs(y)w(a‘l(y))’

€20 /oy —ey €20 Ja(zp—er) a (a_l (y)) ‘
B (e 'y) \ _ olz) p(zr) \ _ (O(x — )
- (6[‘(”)7 |a’(a‘1(y))|) @ ()| <5w’°’ Ia’(xk)l) - < |a/ ()| ’(p)'

Si noti che se ¢ € D(Z) e se T non contiene zeri a, allora (§(a(z), ) = 0; inoltre, se a(z) non ha
zeri, allora d(a(z)) = 0 in S(R). Due classici esempi di composizione con la delta sono

§(z% —a?) = %(5(95—@)—1—5@—1—&)), (sin(x Z(S (z — k). (6.69)

keZ

EQUAZIONI DISTRIBUZIONALI NOTEVOLI
L’equazione omogenea z™u(x) = 0, m € N finito, ammette in 5'(R) la soluzione non banale

= 6", w€e€R, k=0,1,...,m—1. (6.70)
La verifica ¢ immediata: presa ¢ € S(R) e per k =0,1,...,m — 1 fissato, si trova
m m a* a* (z™p(z)
(@750, 0) = (39, amp) = (1)* (6, (mp(o)) = L) g

avendo invocato le proprieta (6.33) e (6.39) in $’. Proviamo che la (6.70) individua una soluzione
generale in §'(R) di z™u(x) = 0. A questo proposito, si noti che ¢ € §(R) & liscia in un intorno di
x = 0 ed ivi sviluppabile in serie di Taylor; sia dunque [ ]

H

m—

¢<k>

¥@) = o [ela) Lot € s(m),

k=0
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avendo osservato che v & combinazione lineare di funzioni in S(R). Di conseguenza, avremo

—
®
S
S~—
Il
7 N\

m—1 (k) m—1 (k) m—1
u, 2™ (x) + Z @ '(O)xk:> _ Z ¢\ (0) (") = 3 (“1) ™ (0)
k=0 )

|
k k=0 ! k=0
m—1 m—1
=3 a(=1)F(6,e") = ( > Ck5(k),<ﬂ), Vo € S(R),
k=0 k=0
dove ¢ = ED (u, 2¥ k=0,1 — 1. Verifichi h
w = 7 (u,2"), per ,1,...,m — 1. Verifichiamo ora che
1
zu(z) =1 ammette in §'(R) la soluzione u=cd+Pv.—, (6.71)
x
1
2?u(z) =1 ammette in §'(R) la soluzione u=cd+cd +Fp—, (6.72)
x
1
zu(z) = sg(x), ammette in §'(R) la soluzione u=cd+ P.v.ﬂ. (6.73)
x

Negli esempi al §6.5 si e provato che xP.v.% =1led sz.p.# = 1; tali soluzioni saranno uniche
a meno delle soluzioni dele equazioni omogenee associate, i.e. zu(z) = 0 ed z2u(x) = 0, rispetti-
vamente. In virtii della (6.70), troviamo allora che zu(z) = 1 ha soluzione u = ¢§ + P.v.z~! in
S'(R) ed z%u(z) = 1 ha soluzione u = ¢§ + ¢’ + F.p.z=2 in §'(R), con ¢,¢ € R. Per verificare
la (6.74), invece, proviamo dapprima che P.v.|z|~! soddisfa I’equazione xP.v.|z|~! = sg, dove
sg(z) = 6(z) — (—x) ¢ la distribuzione segno. La verifica ¢ immediata, dal momento che

—+oo

<zP.V.|?1|’ <p> = P.V./R ze(r) dz = lim [(p(x) — @(—x)} dz

|.’1?| e—=0T J4 o

= /RJr [(p(x) — @(—x)} dz = /R [9(95) — 9(—3@)} p(z)dz = (sg, ),

per cui, alla luce della (6.70), si trova u = ¢ + P.v.|z|~!. Infine, si noti che le soluzioni (6.71),
(6.72) implicano le seguenti soluzioni in §' di equazioni differenziali ordinarie non-omogenee:

x' () =1 ammette in §'(R) la soluzione u=c + b +In|z, (6.74)

1
2 () =1 ammette in §'(R) la soluzione u=rc + 0+ c36 —Pv.—,, (6.75)
T

dove nella (6.74) e nella (6.75) si sono invocate rispettivamente la prima e la seconda tra le identita
distribuzionali riportate in (6.67). Si noti che, diversamente dalle classiche soluzioni alle equazioni
differenziali ordinarie, le soluzioni distribuzionali possono (in generale) dipendere da pill costanti.

6.6 Trasformata di Fourier di funzioni di prova di Schwartz

Un’importante proprieta dello spazio di Schwartz § € che esso, diversamente da D, e chiuso rispetto alla
trasformazione secondo Fourier. In questa sezione discuteremo tal proprieta, mostrando in particolare,
come la trasformata di Fourier individui un’applicazione continua ed uno—ad—uno da S in sé. Nel §6.7
estenderemo per dualitd tali proprieta allo spazio delle distribuzioni temperate §’.

Cominciamo col dare la definizione di trasformata ed anti-trasformata di Fourier in S(R"™).

DEFINIZIONE (TRASFORMATA E TRASFORMATA INVERSA DI FOURIER IN S(R"™)) - Definiamo trasfor-
mata di Fourier della funzione ¢ € S(R™) la funzione ¢ : R™ — C definita come

1

(k) := CEE / p(x)e " ®* dx, k € R™. (6.76)
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Definiamo inoltre trasformata inversa di Fourier di ¢ la funzione ¢ : R™ — C definita come

1
P(x) := 7/ ok)e®*dk,  xeR" (6.77)
(2m)"/2 Jgn
Tenendo presente che S(R™) & denso in Lq (R™), la trasformata e la trasformata inversa di Fourier sono
ben definite su §, infatti ||4[|o,0 = supyegn{|2(k)[} < [l@llz, @) € cosi anche [|@]|o,0 = supyera{|P(k)|} <
ll¢llz, mny- Definiamo quindi gli operatori di trasformata e di trasformata inversa di Fourier come

F()ipeS— Fpi=9¢€s,  F():peS—Fp=9pcs, (6.78)

rispettivamente. Alla luce delle (6.76) ed (6.77), risulta (F*¢)(k) = (F¢)(—k) e cioe F* =tF.
Le definizioni degli operatori di Fourier date in (6.78) anticipano un risultato contenuto nel seguente

TEOREMA (CONTINUITA DI F ED ¥*) - Sia p € S(R™): allora ¢, € C(R"™) e
0o = (=)l F[a2p], VYaeNy, (6.79)
posto MY = M*(x) per semplicita di notazione; inoltre MEp ¢é limitata Vo € Nj e
Flo%] =y, VaeNg. (6.80)
Allora F, ¥* € B(S(R™)), i.e. sono applicazioni lineari e continue da S(R™) in sé.

Dimostrazione. La (6.79) segue dal teorema sulla convergenza dominata, grazie al quale & possibile
derivare sotto il segno di integrale; osservando che My € S(R™), Vo € S(R™) e Va € Nj, troviamo

)l
(0% 7o) (k) = # / p(x)0 (e*“‘*) dx = E%ri" e /R Pz dx = (=) 7 [a2] (),

essendo O (e7KX) = (—1w1)¥ - - - (—1zy, ) e KX = (—g)lolageek* Data larbitrarieta di o € N, la
(6.79) implica che ¢ € C°(R™). Il fatto che M ¢ sia limitata, segue dalla (6.80), la quale pud essere
ottenuta integrando || volte per parti ¢: infatti, poiché ¢ € S(R™), si ha

F 0% (k) = (%l)//R (820) (x)e™ . dx = o192 (7 o) (k).

Ma 9% € S(R"), dunque F[0%¢p] esiste finito (infatti || F[0%¢]llo,0 < [[0%¢llL, ®n) < +00) e quindi
anche M & limitato. Per provare che ¢ € S(R™) occorre calcolare 420 $: combinando la (6.79) e la
(6.80), troviamo M20Pp = (—)1Plage F [MP ] = (—)lF Bl F [0 (af )] e cioe

(2620°3) (k) = (=)l Pl g [0 (2l )] (k),  keR™ (6.81)
Calcoliamo la trasformata # [0 (M7 ¢)]: in virth della formula di Leibnitz, si trova

F[0% (9 0)] (k) = (271)/22 Car.p /R M (027 ) (x)e ¥ dx,  kER", (6.82)
v<a

dove Coqyp = (5) MMp—1 -+ Mp— 1, essendo IMY = MMy 1 -+ Mgy 1M~ (si noti che Coyyp =
0 per 8 — v < 0). Dalla formula (6.82) discende allora la seguente catena di stime:

7[00 )] < 3 s | [0 ) 0 ax

L, B-ygo—8 B—y+¢ga—p
< <2ﬂ>n/zgcwjgﬂg{|<% 10°05) (0)| + | (3470~ 0) (0}
1
< (271’)/1"/2 ZCO‘W”B(H(‘DHﬁf'y,a—ﬁ + H(‘OHﬂfﬂerC,afﬁ)’
v<a
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dove ¢ = [2u] e p € R dipendente da n € N t.c. IT, < +oo (e.g. si scelga = % + 1). In definitiva

11
17 ¢ll.,5 = sup {I7[0° ()] (10)|} < 27 > Carns (19l as + 19]l 5 ecams)s  (6:53)

Y<a

avendo invocato la (6.81); quindi ¢ € S(R") ed ¥ : S(R") — S(R") & lineare e continua'?!. Infine,
tenendo presente che F* =t# e che t, F € B(S(R™)), sara F* € B(S(R")). O

Analizziamo ora alcune proprieta elementari. Cominciamo dall’operazione di traslazione; sia quindi
ta() : o € S(R™) = (tapp) (x) = o(x — a) € S(R™) con a € R™: allora

F[tap] (k) = e ™*%p(k),  keR", (6.84)

(ta®) (k) = T[ela'xgo] (k), k e R". (6.85)

Per la prima ¢ sufficiente effettuare il cambiamento di variabile y = x — a a jacobiano unitario; per la
seconda, invece, occorre osservare che se ¢ € S(R™), allora €*2¢ € §(R") e quindi

(1) ) = 50k~ ) = o [ (poe)e e ax = 7] 0.

Pil in generale, indicando con g(-) : ¢ € S(R") — (g¢)(x) = p(A7'x) € S(R") dove A € Gl(n), il
rappresentativo su S(R™) della mappa lineare non—singolare R" 3 x — Ax € R, risulta
|det Al

*’L(-ATk)'Yd
a7 e e(y)e Y

Flael0 = s [ elAx)e e nax 2

ottenuta osservando che x - (.Ay) = (ATx) - y. Otteniamo quindi I’espressione
Flogl(k) = |detA|p(ATk),  keR" (6.86)

Sia consideri ora la funzione gaussiana n—dimensionale R" 3 x el e g (R™), con a € RT; la
trasformata di Fourier di e=®*” & ben definita ed ¢ essa stessa una gaussiana, modulo fattori moltiplica-
tivi. Data I'importanza che tale proprieta riveste nella teoria, la dimostriamo nella seguente proposizione
nel caso di una generica forma quadratica n—dimensionale definita positiva.

PROPOSIZIONE (FURIER E FORME QUADRATICHE) - Sia A € GL(n) simmetrica, definita positiva; allora

1 1 1 -1
7§xT.AX — 751(1-./4 k n
F [e ] (k) 7det./4€ , k e R". (6.87)

Dimostrazione. Cominciamo dal caso n = 1. Sia G(z) = e’ o € R*: G € S(R), dunque G € S(R)
esiste limitata. Per il calcolo di G possiamo procedere in almeno due modi diversi. Il primo e quello di
calcolare esplicitamente l'integrale: completando il quadrato nella funzione integranda, si trova

~ 1 k2 v )2 1 k2 2
k)= e [ eolotanh) qp = e 4o / e ¢ d¢;
G V2T R 2ma e=o ¢

traslando l'intervallo di integrazione sull’asse reale, troviamo in definitiva
Gk) = ——e %5, kKeR, acR* (6.88)
m b) b) . .

12113 continuita di ¥ segue dalla (6.83) in quanto, se ¢, — ¢ per v — +oo in S(R™), allora Vo, 3 € NI &

II kER™
17w = oMo s < Gy ; Cart (I0r = @llgramp+ 100 = @lloricas) Torr O
y<a
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Allo stesso risultato si giunge senza calcolare esplicitamente 'integrale, bensi mostrando che l'integrale
ottenuto a seguito del completamento del quadrato ¢ indipendente da k. Alla luce della (6.88), poniamo

a = 1/2 per semplicita di calcolo; Z(k) = [, e~ 3@ +HR) q 0 8 indipendente da k, infatti

akl-(k) :/D§8k<e—%(w+zk)2) _ _Z‘/]R(x_’_Zl{)e—%(m-ﬂkﬂdm:Z‘/]Ragﬁ(e—%(w-‘rzkh)dx:o7

in virtu del teorema sulla convergenza dominata. Pertanto Z(k) = Z(0) = V27, Vk € R e quindi

z2 1 K2 _k2/2

Fle 7] (k) = e 2Z(k)=¢e , k eR.

Passiamo al caso n—dimensionale. La matrice A € GL(n) ¢ simmetrica, dunque diagonalizzabile i.e.
3Q € O(n,R) t.c. A= QAQT dove A = diag(A1,A2,...,An), essendo o(A) = {Ai}iz1,2,....n; dunque
xTAx = (QTx)TA(QTx) = yTAy. Tenendo presente che det Q = £1, troviamo

T 1 T T 1 T T
et = g [ ay = o [ entomen gy,

dove t = QTk. D’altronde A ¢ definita positiva per cui, essendo simmetrica, o(A) C RT e quindi ciascun
integrale nell’espressione seguente € ben definito:

2
L

1T 1 2 1 2 i 1y 2 1 %
Flezx Ax k) = / 7§(Akyk+2ztkyk) d _ F —5A\kYh ) = L2V
{e }( ) (zﬂ)n/zkl;[l ¢ Yk kl;[l [e 1(t) ;};[1 e

avendo invocato la (6.88). Ma A~! = diag(A\;',...,\;!) = QTA7!Q da cui segue che > _, t2/\; =
tTA~'t; tenendo quindi presente che det A = det A = \; Ao --- A, e che t = QTk, si trova

1T 1 S 1 kT AL
T S S
Vdet A Vdet A

Affrontiamo ora il problema dell’inversione di ¥ ed il legame di quest’ultima con la trasformata
inversa di Fourier #*. In quanto segue, dimostreremo che #* = #~! in $(R™), nel senso che

¢=p=0¢, VoesR). (6.89)

Per motivare la formula di inversione seguiamo un ragionamento formale basato sulla relazione di
completezza (6.113). Esplicitando F*¢ ed invertendo l'ordine di integrazione, otteniamo

* 1 ~ kex’ 1 ke (x! —x
(T @)(X/) :(277>/2/ gp(k)ek dk = (277)”/ / @(X)ek( )dxdk

= [ o0 e [ e ax= [t x)ax = (¢ + 8)(x) = x).

Saremmo allora tentati dal concludere che F*(F¢) = ¢, i.e. F* = F~!; tuttavia, lo scambio dell’or-
dine di integrazione non & giustificabile in virtu del teorema di Fubini—Tonelli, poiché gli integrali in
questione non sono assolutamente convergenti (i.e. non convergono rispetto alla norma di L;(R™)).
L’argomento puo pero essere reso rigoroso adoperando un “cut—off ultravioletto” o, equivalentemente,
una “regolarizzazione gaussiana” degli integrali, cosi da rendere gli stessi assolutamente convergenti.
Nella dimostrazione di seguito, restringeremo Uinteresse al caso n = 1 in quanto F¢ € S(R™) puo essere
rivista come la composizione di n trasformate di Fourier unidimensionali ;¢ € S(R), ciascuna calcolata
rispetto alla j—esima componente z; € R di x € R".
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TEOREMA (INVERSIONE DELLA TRASFORMATA DI FOURIER) - F*¢ = ¥ 1o, V¢ € S(R").

Dimostrazione 1. Regolarizzando l'integrale esteso a £ € R con un’operazione di limite ed invocando il
teorema di Fubini—Tonelli per 'inversione degli ordini di integrazione, troviamo quanto segue

+R
(F*¢) () )0 dpdk = = lim )t @ =) d g d k
2T R—+o0

+R !
_ 1 iz’ —2) b sin R(z' — )
L. W{ [ o] g [
Riconoscendo nell’ultimo integrale la d—famiglia {fg(xz) = Rsinc(Rz), R € R}, si trova
* A !/ — 1 ! — !/ — !/ !/ .
(F72) (@) = lim_(fr x ¢)(@) = (0 % 9)(2) = (@), Va'€R O

Dimostrazione 2. Per rendere F*@ € S(R) assolutamente convergente, consideriamo la regolarizzazione
S(R) 3 ¢(k) — e = p(k) € S(R), e R

com’e evidente e*€k2¢(k) converge a ¢ (k) sia puntualmente che rispetto alla topologia delle semi—norme
di $(R), nel limite per ¢ — 0F. In virtu della continuita di F* in S(R), sara

(F*¢ — ¢)(2') = lim [7*(e—6’“2¢;) _ 4, Vo € S(R). (6.90)

e—0t

Sara allora sufficiente mostrare che il membro di destra nella (6.90) tende a zero nel limite per ¢ — 07.
A questo proposito, calcoliamo esplicitamente F*[e —ek? @]: alla luce della (6.88), troviamo

Wl —ek? A 1 el (n 1 _(al=a)

Essendo interessati al membro di destra della (6.90), calcoliamo il seguente integrale:

?*[6751&@}(%/)_@(‘@ \/4?/ ¥ +ye -5 dx — p(x) \/R/ (@ +vy) —p(z )}e*% dy.

Invocando la formula di Leibnitz ¢(z' + y) = ¢(z') + y¢'(€,), dove &, € [z/, 2" + y], risulta

|7 [ ] () - () e ¥ dy <

sup I@ /Iyle 45dy
F

e—07T

1 y?2
< — T 4e d =
< \/7?5||<P||0,1/Rg ye y

per ogni 2’ € R. Di conseguenza F* = ¢ per ogni ¢ € S(R),i.e. F* = F~!sus(R"). O

OSSERVAZIONE I — Dalla (6.89) si evince che qualsiasi ¢ € S(R™) puo essere espressa come la trasformata
di una funzione ¥ = F ~tp € S(R™); per cui p = F1p e se Fp = 0 allora ¢ = 0. Pertanto, le applicazioni
F, F*: S(R™) — S(R™) sono mappe lineari, continue ed uno—ad-uno da S(R™) in sé.

Noto il teorema di inversione per la trasformata di Fourier in $(R™), possiamo discutere le proprieta
della trasformata di Fourier rispetto al prodotto di convoluzione; si tenga presente che, date ¢, 1) € S(R™)
allora ¢ x ¢ € S(R™) e le applicazioni ¢ — ¢ * 1, 1) — ¢ * 1 sono lineari e continue su S(R™). Prima
di procedere alla dimostrazione, calcoliamo la convoluzione delle trasformate seguendo un ragionamento
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formale analogo a quello seguito per il teorema di inversione. Siano ¢, % € S(R™): scambiando gli ordini
di integrazione ed invocando la relazione di completezza (6.113) si trova

(px)(k) = ﬁ/n /n /n o(x) (@) B+ dxdzdy
(271r)n /R Plz)e /]R w(X)/nely‘(z"‘)dydxdz

- . z/J(z)e_Zk'z (<p * (5) (z)dz = / ((pw) (z)e_’k'z dz = (27r)"/2,¢ [<p 1/}] (k).

n

Tuttavia, anche in questo caso lo scambio non e consentito, non essendo l'integrale in y assoluta-
mente convergente. Per rendere rigoroso I’argomento, consideriamo le proprieta di composizione della
trasformata di Fourier e proviamo che la mappa F : S(R") — S(R™) & ciclica con periodo 4.

LEMMA (¥ HA PERIODO 4) - La mappa F : S(R™) — S(R™) ¢é ciclica di periodo 4, ovvero
7

o oDl e b oo (6.91)

Dimostrazione. Sia ¢ € S(R"), dunque F2p = Fp € S(R"); scambiando l'ordine di integrazione ed
invocando la formula di completezza per la delta di Dirac (6.113), troviamo formalmente

~ / 1 —x'y —y-x _ / _ ’
(Tgo)(x):W/Rne /ncp(x)e dxdy—/ngo(x)é(x—&—x)dX—(tgo)(x).

Siamo pero nuovamente incorsi in un integrale non assolutamente convergente. Il problema puo essere
risolto alla luce dell’identitah F—! = t¢F ed osservando che loperatore di trasformata di Fourier F
commuta con l'operatore di riflessione, i.e. F[tg] = v, per ogni ¢ € S(R™). Di conseguenza

Flo=7F[Fo] = F[eF o] = Flegl =¢[F@] =vp, Ve e SR,
in virtu del teorema di inversione. Alla luce delle precedenti osservazioni, troviamo inoltre
Fro=F[Fol=Flol =rpg=F "o, VoeSR.
Applicando nuovamente la trasformata alla precedente, risulta F4p = Fp = ¢, ie. F4=1 S(R7)- O
Grazie al precedente lemma, possiamo dare una dimostrazione rigorosa del seguente

TEOREMA (CONVOLUZIONE VS. TRASFORMATA DI FOURIER) - Siano ¢, ¥ € S(R™); allora

Floxv]=@m" ¢, ¢xd=0m"F[py] (6.92)

Dimostrazione. Calcoliamo F[p * 9]: scambiando l'ordine di integrazione ed invocando la (6.84), si ha
1 s

Flowil) = o [ e [ etyux—y)ayax= [ o) 7ol 00dy = ) (50) 0.

Si noti che nel calcolo precedente il teorema di Fubini-Tonelli puo essere applicato, essendo l'integrale
convergente rispetto alla norma di L (R™). Calcoliamo ora il prodotto di convoluzione delle trasformate,
i.e. ¢ *1; a questo proposito, alla luce della proprieta pocanzi dimostrata, risulta

Flp D) (x) = @m)"Fp 7 = 2m)" (720) (770) = (2m)"7* (vp) (v0).

Prendendo la trasformata inversa di ambo i membri e tenendo presente che ¥ 1 = 73, si trova

(7o) * (Fv) = 2n)"2F3 [ (vp) ()] = (27)"/2F [72 [t(cpzb)” = (2m)"F [py]. O
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Esempi

o AUTOVALORI ED AUTOFUNZIONI DELL’OPERATORE DI FOURIER IN S(R)
Dalla ciclicita di (7, 5(R™)) segue che se A € C & autovalore di ¥, allora A\* = 1, dunque o(¥) =
{1,2,—1, =2}, ciascuno con molteplicitd infinita. Una successione di autofunzioni di (¥,S(R"))
corrispondente ai precedenti autovalori € data dalle funzioni di Hermite—Chebyshev

1 —1g2 o (_ n€m2 d" efmz
%(x):\/ﬁe Hn(z),  Hp(z) = (=1)"" e, (6.93)

con n € Ny; nella (6.93) #;, indica I'n—esimo polinomio di Hermite—Chebyshev, definito esplicita-
mente dalla formula di Rodriguez (6.93) ed implicitamente dalla funzione generatrice

—¢2 "
et = Z ﬁ%(x), Vi, x € C. (6.94)
neNy

Dimostriamo allora che le funzioni di Hermite-Chebyshev soddisfano 1’equazione agli autovalori
(fwn)(k) = (—1)"Pn(k), VkeR, VneNp. (6.95)

Moltiplichiamo ambo i membri della (6.94) per e=*"/2 ¢ calcoliamo la trasformata:

Flem 3ottt () = T[ 3 Ze—"fm(x)} k), keR (6.96)

neNg

Osserviamo fin da subito che nel membro di destra della (6.96) & possibile scambiare le operazioni di
serie e di trasformata, essendo la serie (6.94) uniformemente convergente su R (la (6.94) &, infatti,
uno sviluppo in serie di MacLaurin). Per il membro di sinistra, invece, & sufficiente completare il
quadrato ed invocare la formula (6.88); in definitiva, otteniamo quanto segue

ey = et [ () g,

_ L sy / e—%[a:—(Qt—zk)]Q Qg — o bk o720kt
V2T R
Riconoscendo nell’ultimo termine la funzione generatrice (6.94) con t =1t e k = —k, risulta

,‘F[e*%th*tQ](k) — 3k Z (Zt)n%(*k)v keR.

nENp

Ma #H,(—k) = (—1)"#, (k) per cui, uguagliando la precedente alla (6.96), si trova

) (_Zrtne’%“%(/@) = gf[e*%f%(x)](k), kER.

n€eNy : n€Ny

Infine, uguagliando termine a termine le potenze omonime di ¢, si ricava quanto desiderato:
1.2

Fle 3 3] (k) = (<)"e 3 s, (k),  VhER, VneN. (6.97)

o L’OPERATORE (#,S5(R™)) E ISOMETRICO IN Lo(R™)
Siano ¢, € S(R™) C Ly(R™); rispetto al prodotto scalare in Lo (R™) valgono le relazioni

<<P7 -{}-¢>L2(Rn) = <T_1<Pa1/}>L2(Rn)7 HTQPHIQ(R”) = ”(pHLz(R")' (698)
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La seconda segue dalla prima, in virtu del teorema di inversione. Dimostriamo la prima: essendo
gli integrali assolutamente convergenti, € possibile scambiare 1'ordine di integrazione:

(0T ey = [ 200000 dk= o [ ) [ e akeax

= [ TR0 ax = (76

o OPERATORI POSIZIONE ED IMPULSO IN S(R). Siano (g5, S(R)) e (ps, S(R)) le restrizioni su S(R)
degli operatori posizione ed impulso, rispettivamente. Valgono allora le identita operatoriali

qsF = Fhs, PsF = —Fds. (6.99)
In particolare, combinando le precedenti con il teorema di inversione, troviamo
45 = FpsF " (6.100)

Dimostriamo la prima delle relazioni in (6.99) (per la seconda si procede in modo analogo). In
virtlt della (6.80) e tenendo presente che ps = —iD, si trova qs[F¢](k) = (q58)(k) = k¢(k) =
—1F[¢'](k) = F[-1De](k) = F[pse](k), per ogni k € R e per ogni ¢ € 5(R).

6.7 Trasformata di Fourier di distribuzioni temperate

Estenderemo ora le proprieta della trasformata di Fourier dallo spazio S allo spazio delle distribuzioni
temperate $’. Come vedremo, gran parte delle proprieta di (F,S) restano soddisfatte in §'.

Per giustificare la definizione che daremo, consideriamo il caso di una distribuzione regolare. Sia
quindi T, € §'(R™), con f € S(R™) per semplicita; scambiando I'ordine di integrazione, si trova

(fo,w) :/ (Tf)(X)so(X)dx: (2771)"/2/”][(1{)/” p(x)e”**dxdk

Rn
= Rnf(k)(fgo) (k)dk = (T, F¢), @ e€SRM).
La precedente suggerisce la seguente definizione per la trasformata di Fourier in §.
DEFINIZIONE (TRASFORMATA DI FOURIER IN ') - Sia ¥ € §'(R™); definiamo §FF € S'(R™) come
(3T.¢) = (T, F¢), SR (6.101)

Verifichiamo che §T € §'(R™): la linearita & ovvia; per la continuita & sufficiente invocare la continuita
di F in $(R™); infatti, se ¢, — @ per v — 400 in S(R™), allora ¢, — @ per v = +00 in S(R™) e quindi

(T, 7p,) 2% (T, 70)  in SR,

essendo T € §'(R™). Cid prova che §¥ € S'(R™). Proviamo che § : §'(R™) — §'(R™) & un’applicazione
continua: sia ¥, = T per v — 400 in §'; in virth della (6.101), si ha

(3%0,¢) = (T, 7o) =55 (T,70) = (§T,9), Ve e SR,

dalla quale segue che T, — §% per v — +oo in §'(R™), ovvero § : §'(R™) — 5'(R™) & continua.
Introduciamo ora in §'(R™) 'operatore di trasformata inversa di Fourier, definito come

FT:=(F)T=5[T], TesSR", (6.102)
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dove t¥ va inteso nel senso distribuzionale, i.e. (v, p) = (T, ty), con ¢ € S(R™). Data la continuita di ¢
e di § in §'(R™), si ha che anche §* & un’applicazione lineare e continua da §'(R™) in sé. La trasformata
(6.102) individua 'inversa della trasformata (6.23), infatti V¢ € S(R™) si trova

(3 [3%],¢) = (DIEFT, @) = F[(F)T], ¢) = (F[xT, 8) = (+T,ve)
= (Tv 90) = (S[ti],gb) = ((tg)sv 95) = (S*(E, Qb) = (S[S*T]7<p)a

avendo invocato la proprieta di paritdh 72 = t in S(R?). Dunque §* = F~! in §'(R"). Alla luce di
tanto, segue che per ogni T € §'(R") esiste Q = § 1T € §'(R") t.c. T = FQ; inoltre, se FT = 0 in
S'(R™), allora T = 0, i.e. Nz = {0}. Possiamo pertanto concludere che §,§F~! : §'(R") — 5 (R") sono
applicazioni uno—ad—uno, lineari e continue.

Dalla definizione (6.101) & evidente che I'operatore (§,$’) soddisfa le principali proprieta soddisfatte
da (F,5); in particolare, dalle proprieta di differenziazione (6.79), (6.80), seguono le relazioni

(§[0°%],0) = (0°T. F¢) = (-1)*(%,0¢)
=T, 7 [0 0]) = o7 (B, Az p) = o1 (48FT, ),
(0BT ) = (-1I(3F,0%) = (-)*U(T, F[0°¢]) = (—0)l*| (T, 2429)
= (_Z)‘al (Mffa T@) = (_Z)‘al (S[ng]a Qp)v
rispettivamente. Essendo le precedenti valide per ogni ¢ € S(R™), troviamo che Va € Nj &
°[§F] = (—)IF[MmeT], Te SR, (6.103)
Floog] =l°lage 3T, T e §'(RM). (6.104)
Dalle proprieta di traslazione (6.84), (6.85) seguono le espressioni duali
ta [3T] = F[e™2T], Tes'(R"), aeR", (6.105)
F[taT] = e 2557, T e (R"), aecR"™ (6.106)

Siano ora %1 € S'(R™) e T2 € §'(R™); alla luce della (6.42), la trasformata di Fourier del prodotto
diretto T x Ty € &' (R"T™) esiste in §'(R™™™) ed ¢ banale verificare che soddisfa I'espressione

F[T1 x To] = (%) x (§%2). (6.107)

Consideriamo infine le proprieta della trasformata di Fourier in §’ rispetto al prodotto di con-
voluzione. Nel §6.5.1 si ¢ visto che se T € £ e T € 5" allora T x T € §’ e pud essere rappresentato nella
forma (6.65); in tal caso F[T * ] esiste in S’ e soddisfa 'usuale proprieta

3T * %) = (2n)"2[37] [3F]. (6.108)

Per provare quest’ultima € necessario osservare che se 7 € £, allora la trasformata di Fourier §7 € C§}
(i.e. & una funzione a lenta crescita) e pud essere rappresentata nella forma | ]

37](k) = @;W(T(x),n(x)e_lk‘x), ke R (6.109)

In virtu della precedente e della (6.65), troviamo la seguente catena di uguaglianze
. 1 ke (x
(1T #3]9) = (7 T.9) = g (109, [ (360 m)etige = i) )

= (700, [ (5T ¥ dk) = (20" (70, 7 [35)e] ()
= (2m)"* (37, [3%)p) = (2m)"*([F7] [3%), ).
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Dalla (6.108) segue inoltre che se F7 € E(R") e §T € S’ (R™), allora vale la relazione
3T %) = (2n)"2[§T] * [3F]. (6.110)

Si noti che la (6.108) vale anche per T € §', T € S e per T, T € Lo; inoltre, si dimostra che se T1,%5 € §’
t.e. T3 % To € 8 e Ty € 5, allora valgono le proprieta (6.108) ed (6.109) | ].

Esempi

o TRASFORMATA DI FOURIER DELLA DISTRIBUZIONE DELTA
Essendo § € §'(R™), alla luce della definizione (6.101) troviamo che V¢ € S(R™) &

. . 1 1
(35790) = (5790) =¢(0) = W/]Rn p(x)dx = W(LW);

dove 1 € §/(R™). Dunque la trasformata di Fourier della delta di Dirac & una costante, i.e.

1
0= —HF. 6.111
L (6111)
Calcoliamo la trasformata inversa della (6.111): tenendo presente che F1 = F~'1, risulta
F1 = (2m)"7?6; (6.112)
riscrivendo la precedente!?? in forma integrale, troviamo la ben nota relazione
1
5(x) = / e~**dk, x€eR™ 6.113
9= Gy /.. (6.113)

Il risultato (6.111) & in accordo con la rappresentazione (6.109) (la delta ha supporto puntiforme),
infatti [§6](k) = (27)~"/2 (6(x),n(x)e~k>) = (2m)~"/2n(0)1 = (27r)~"/21. In particolare, combi-
nando la (6.111) con le proprieta di differenziazione (6.103), (6.104), troviamo

) dod § §
Flo~d] = )T M2, VaeNp, keR™, (6.114)
Flage] =dl2m)"0%,  VaeNj, keR" (6.115)

Consideriamo ora la distribuzione delta di Dirac ds, € S’ (R?) cosi definita
(bs,.¢) = / p(x)dx, ¢ € S(R?), (6.116)
S,

dove S, = {x € R® : |x| = a4}, i.e. un guscio sferico in R® di raggio a € R{. In letteratura la
distribuzione (6.116) viene spesso indicata come 6(|x| — a), per via del ruolo che essa riveste nel
“proiettare” su S,. Calcoliamone la trasformata di Fourier: per definizione, si ha che

(3’[550},90) = (2771)3/2 /]R3 o(x) /S e~k *dkdx.

Per calcolare l'integrale in S,, passiamo in coordinate sferiche con raggio |k| = a fisso:

k 2 " 6 .- z=—1ap cos 0 2ma [ 20
/ e " *dk =2ma / e "% sinfd ) ——== — / ¢*d z = 4ma”Sinc(ap),
S, 0 wp —ap

avendo posto p = |x| per comodita. Sostituendo nella precedente, otteniamo in definitiva

F[6s.] = ﬁfsmc(ﬂm) in S§'(R). (6.117)

122Gi noti che 1 & S non & trasformabile nel senso di Fourier, mentre lo & la distribuzione 1 € §’ ad essa associata.
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o TRASFORMATA DI FOURIER DELLA DISTRIBUZIONE THETA DI HEAVISIDE
Calcoliamo la trasformata di Fourier della distribuzione 6 € S(R): per definizione, risulta

= 3 —L xe—zkx z
(39»w)—49<k>¢(k>dk—m/ﬂq/ﬂ> dzdk

L’integrale in k € Rar non e assolutamente convergente, dunque non e possibile invertire ’ordine
di integrazione. Possiamo procedere ad una regolarizzazione esponenziale dell’integrale; in parti-
colare, definiamo 6.(z) = e~ **f(x) con € € R*. Evidentemente 0. € 5'(R) e . — 0 per e — 07
in $'(R); invocando ora la continuita di (§,S’(R)), otteniamo la catena di uguaglianze

_L : —ck —kx
(80.) = Jim (80-.0) = =l [ e /Rgo(m)e dzdk

1 _ I p(z)
-1 k(e+az) dkdz = 1 / d
o e [ e e et
1 1
= (P.v.f + 6, @), Ve € S(R),
W 2m k

avendo, all’ultimo passaggio, riconosciuto la formula di Plemelj—Sokhotski (6.31). In definitiva

™ (] 1 . ,
50 = \/;5 - \/%P.v.% in S'(R). (6.118)

Tenendo presente che 6, = t,0 € §'(R) con a € R, alla luce della proprieta (6.106) risulta essere
0. = e **2F0. Calcolando la trasformata inversa di ambo i membri, si trova

1 —ika 1 ] 1

e
0, = *1[ } - = : 6.119
W2 k — 0t k10T e+ k—ae ( )
passando in rappresentazione integrale, si trova la forma di 6, nota in Teoria di Campi:
1 eik(m—a) " e—lk(m—a)
Or—a)=— | ——dk=— | ————dk R. 6.120
(z—a) 2m/Rk—zo+ 27r/R kror O TS (6.120)

o TRASFORMATA DI FOURIER DELLA DISTRIBUZIONE VALOR PRINCIPALE
Calcoliamo la trasformata della distribuzione P.v.1 € §'(R); per definizione

A —zkx
(g{Pv 1]790) PV./ (k)dk—— lim / / dkda.
rR K V21 p—0+ |k|>p

Per calcolare I'ultimo integrale, procediamo ad un’integrazione complessa, distinguendo tra i casi
x < 0ed x > 0. Nel primo caso, 'integrazione puo essere effettuata lungo la curva orientata
¥ =7rU", U[-R,—p] U [p, R], dove Vg,, sono semi-circonferenze in I{z} > 0 di centro k =0
e raggi R, p rispettivamente; applicando il teorema dei residui, si trova

13 —-p efzkx 1T R efzkz
lim dz+ lim dk+ lim dz+ lim dk=0.
R—+o00 z Ro+oo J_p  k p—0+ z ot k
TR i ) P P
p—0 R—+o00

Riconoscendo nel secondo e nel quarto integrale il valore principale al quale siamo interessati ed
osservando che, data la scelta del cammino, sono soddisfatte le ipotesi del lemma di Jordan, si ha

—ikx —1zT . ™
e '® o

. . z=pe" . _ 260
lim dk=— lim dz 1 lim e P d 0 =am,
p—0+ |k|>p k p—0+ v, Z oeclo,x]  p—0t Jo
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dove si ¢ adoperata 1'usuale parametrizzazione lungo v, e tenuto conto del verso di orientazione.
Nel caso = > 0, invece, ¢ sufficiente invocare la parita dell’integrale, ottenendo cosi lo stesso valore
del caso x < 0 con segno invertito; combinando le precedenti, si ha in definitiva

efzk:v

lim
p—0t |k|>p

dk = —wrSg(x), zeR. (6.121)

OSSERVAZIONE — Alla formula (6.121) saremmo potuti giungere seguendo un ragionamento relati-
vamente piu raffinato; I'idea & calcolare il valor principale dell’integrale scegliendo (una volta per
tutte) un cammino di integrazione che aggiri il polo in z = 0, e.g. il cammino I'y in figura.

T

ﬂ
e [ -

Xo—p Xo Xetp

Posto per semplicita Z,(x) = f‘k|>p % dz t.c. Pv. [, e_:m da =lim, ,o+ Z,(2), si trova

Z,(x) = lim ¢ dzf/ ¢ dz, z €R,
gl

R—=+oo J§, 2 ., Z
essendo [y = [—R,—p|]U~, U [p, R]. Calcoliamo dapprima l'integrale lungo ~,:
—1zT _ n Y] _ n ™
e dz — Z (—wx) znfldziizz % ezn6d0:71ﬂ+o(p)’
v, 2 e n! ~ 6€[0,7] v n! 0
P n€Ny P n€Ny

tenuto conto del verso di orientazione. Per calcolare I'integrale lungo To scegliamo un cammi-
no chiuso tale da soddisfare il lemma di Jordan: per x < 0, z > 0 chiudiamo T'y tramite v
rispettivamente dall’alto e dal basso. In virtu del teorema dei residui, si ha in definitiva

. e "re 0 x <0,
lim dz =

R—+oo J§, 2 —2m x> 0.

Sostituendo in Z, e calcolando il limite per p — 07, otteniamo la (6.121). Si noti che lo stesso
risultato si trova scegliendo il cammino I'j che aggira il polo dal basso anziché dall’alto.

Inserendo allora la (6.121) nell’espressione per la trasformata del valor principale, si trova

1
S[P.v.ﬂ S— g S i S(R). (6.122)
Calcoliamo ora la trasformata di Fourier della distribuzione segno; ricordiamo che Sg =60, —0_ €

S'(R), dove 0+ € S'(R) selezionano rispettivamente le semi-rette R ed R, . Pertanto, dalla
formula (6.118) ed in virtu della linearita di § in S'(R), si trova banalmente

= 2 L *1 g l : /
85 = ) 27T§R{k+20+} ) \/;P'V'k in - S'(R). (6.123)

E allora evidente che §![§Sg] = —z\/gg_l [P.v.2] = Sg, come previsto dal teorema di inversione.
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Calcoliamo infine la trasformata di Fourier della distribuzione P.v. ‘ € 5'(R); evidentemente

(Pvi,cp) /m<1(p($)_<p(0)dx+/ Lp(%)dm, v € S(R). (6.124)

|z a1 |2

Tenendo presente la rappresentazione integrale v = [, Lo fcos" dx — f;roc &:’( d x per la costante
di Eulero-Mascheroni, ¢ soddisfatta per ogni ¢ € S(R) la catena di relazioni

1 1 efzk:vil efzkz
SP.V.,@):/@x[/ 7dk+/ dk]dx
(sl e) = Lo w1 R or TH

L coskr — T cos kx
\/>/ [ — dk—i—/1 ’ dk] dz
\$| _ +o0
\/7/ [ cos u 1du+/ cosudu}
u ‘I| u
2 2
_\/Z/R (’y—|—ln|x|>gp(3§)dx \/;(’y+ln\k| cp)

dalla quale segue 'identita distribuzionale

g[Pvél}— \/g(w+1n|k|) in 5'(R). (6.125)

o TRASFORMATA DI FOURIER DELLA DISTRIBUZIONE PARTE FINITA
Calcoliamo la trasformata di Fourier della distribuzione F.p.mi2 € §'(R); per semplicita sia

(Fp 12,50> —P.V.Ade, v € S(R); (6.126)

in virtu della (6.107), & evidente che la (6.126) e la (6.29) sono equivalenti. Per definizione

1 —zkz_
F.p.—|, dkd esR
(5[ pxz} <,0) V271 p—>0+/ /k|>p o 7 €Sl

Procedendo come nell’esempio precedente, calcoliamo 1'ultimo integrale ricorrendo al teorema dei
residui. Deformiamo quindi I'intervallo di integrazione in termini della curva I'y e scriviamo
—1rz —1Trz
. e -1 e -1
Z,(x) = lim ——dz— —5—dsg, z € R,
R—+oo 1, z y z

Y] P

1k

essendo ora Z,(x) = f‘k|>p ekiz_l d k. Per l'integrale lungo la curva 7, si trova

-z _ | o n ™
| o=y %/f”/ 949 = —rz 4 O(p).
v : 0

4 neN

Resta da calcolare l'integrale lungo ﬁ;. Per x < 0 chiudiamo il circuito dall’alto tramite yg: pur
non potendo in tal caso invocare il lemma di Jordan, & immediato verificare che il contributo
proveniente dall'integrale lungo v diventa infinitesimo per R — 400, infatti

e~ — ] e ] 1 [™) g
[ = [ = [ o
TR YR 0
™ 2 [ nae T «R R—3+o0
Sfﬁfﬁ e‘r sm degfﬁ[ex +1] e 0
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D’altra parte I' = Fo U vr non racchiude alcuna singolarita, per cui limp_, 4 fr 5*1:;71 dz =0.
Per > 0 chiudiamo il circuito dal basso tramite 7 = {z € C : z= Re™*, § € [0,7]}; anche in
tal caso, il contributo lungo g € infinitesimo per R — 400, in quanto

-1z
e -1
—dz

’ Z2
Tr

In tal caso il circuito IV = 1:‘3 U vk racchiude il polo di ordine due z = 0, sicché

1 a . 0o
< _E/ {e—szm‘) + 1} 40 < —%[e—w +1] Bt g,
0

) e~ _ ) e~ _ ) d
lim ———dz=—lim ———dz=—-2mlim — [6_1“ — 1] = 27z,
R—+oo JF; z R—+o00 J1v z =—0dz
avendo, al solito, tenuto conto delle diverse orientazioni. In definitiva Z,(z) = —|z| con z € R,

sicché la trasformata di Fourier della distribuzione parte finita ¢ data dall’identita distribuzionale

S[F.p%} :—\/szg in S'(R). (6.127)

Alla (6.127) saremmo giunti rapidamente tenendo presente I'identita (6.67) e combinando quest’ul-
tima con la proprieta di differenziazione (6.103) per la trasformata di Fourier in §':

S{F.p.%} - 73[%1%.5 - fsz[P.v.ﬂ - \/Zk:Sg in §'(R).

Vediamo infine come calcolare la trasformata di Fourier di F.p.|x|~2 € §'(R") per n > 2. A questo
proposito, si tenga presente che la funzione x — |x|~2 & localmente sommabile su R” per n > 3
(in particolare, essa & temperata e dunque definisce una distribuzione regolare su S(R™)), mentre
presenta una singolaritd non—integrabile per n = 2 (si vedano gli esempi al §6.4). Consideriamo
dapprima quest’ultimo caso: sia dunque F.p.# € 5'(R?), allora

1 1 eflk'x -1 efzk-x
S[F.p.},gp) :—/ go(x)[/ 7dk+/ dk] dx;
( [x[? 27 Jre k<1 [k > K2

Procediamo quindi come per il calcolo della trasformata di Fourier del valor principale di |z|~!:
passando ora in coordinate polari in k — (r, 6), si trova la catena di uguaglianze

1 1 1 27 —ar|x|cos6 _ 1 +oo p2m —ar|x|cosf
FIFp—|,¢ :—/ o(x) // 6—d9d'r+/ / C  d6dr|dx
x| 21 Jr2 0o Jo r 1 0 r

/ch(x){/oljo(m:')_lerr 1+OO‘7O(T|X|)dr] dx

r
x| 1 +o0
:/ w(X){/ S =1, Jolv) du] dx,
R2 0 u x| u
essendo Jy(u) := % OQ’T e~"cos0 q 9 la funzione di Bessel del primo tipo di ordine zero. Introdu-
cendo quindi la costante vy = 01 iu“(”) du-+ f1+oo ‘707(”) d u, si trova ’espressione

du=—v —Inl|x|, x € R%

/|x jo(u)_ldu+ +oo To(n)
0

u \x| u

Inserendo la precedente nell’espressione per la trasformata di Fourier, risulta

1
S|:F.p.|x|2] = -—Inkl in S5(R?. (6.128)
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Sia ora |x|72 € §'(R™) con n > 3; per calcolare la trasformata di Fourier di 1/|x|? consideriamo,
per semplicita, il caso n = 3 (per n > 4 si procede in modo analogo): allora

Passando in coordinate sferiche k — (r, 6, ¢) e procedendo nell’integrazione si trova

1 1 +oo o
w2 = —— —|x|rcosf .;
(S{XIQ} "p> \/g/RB@(X)/O /0 e sinfd6drdx

u=—rcosf 1 . R L[ 1] x|
— — lim »(x) - e dudrdx
0 -

21 R—+oo Jp3

L e

dove al quarto passaggio abbiamo invocato la formula (6.121), i.e. fR;r Si“%da: = £Sg(a) con
a € R. Vale pertanto la seguente identita distribuzionale:

3[|x1|2} :\/§|11<| in §'(R%). (6.129)

6.8 Trasformata di Fourier di funzioni sommabili

Cominciamo con I'analizzare la trasformata di Fourier per funzioni ¢ € Lq(R™), laddove Fp = ¢ ¢ ben
definita, essendo ¢ come in (6.76); infatti, in virtt della sommabilita di ¢, risulta

[(Fe)(B)] < 2m)"|lpllL, @y, Ve € Li(R™). (6.130)

Diversamente da (¥,S), 'operatore di trasformata di Fourier F non mappa (in generale) L; in sé,
ie. se ¢ € L1(R") allora Fo ¢ Li1(R™). Si consideri, e.g. la funzione caratteristica xyz : R — R
corrispondente all'intervallo Z = [a,b] C R: evidentemente xz € L1 (R), per cui

_ 1 —ikx _ 1 b —ikx _ \/5]' : k o —%k)(a-‘rb)
(Fxz) (k) = E/sz(x)e dz = E/@ e dez = —%5in [§(b a)}e ,

ma Fxz € L1(R) (si prenda, e.g. b = —a = R, R € R finito). Di conseguenza, indicando con ¢ la
trasformata inversa di Fourier di ¢ € Lq(R™) e con F*¢p = ¢ 'operatore ad essa associato, abbiamo che
F*# F~Lin Li(R"); dunque F~! dovra, in generale, essere intesa nel senso distribuzionale.

Osserviamo ora una seconda proprieta della trasformata di Fourier F: dal calcolo precedente, &
evidente che Fxz ¢ continua ed infinitesima all’infinito, i.e. Fxz € Co(R), essendo Cy(R) lo spazio delle
funzioni continue su R che si annullano all’infinito. Come ulteriore esempio, si consideri la trasformata
della funzione sommabile R 3 z + e~%/*l € R con a € R*; il calcolo & immediato:

1 2 2 a
—alz| — —al|z|—ikz — “ —ax — “
Fle (k) m/Re dzx ”W/R;re coskrdx “ka—i—aT

i.e. la trasformata di Fourier dell’esponenziale decrescente & una Lorentziana ed Fle~®!] € Cy(R). Tale
proprieta della trasformata di funzioni sommabili ha carattere generale, in virtu del seguente

LEMMA (RIEMANN-LEBESGUE) - Se ¢ € L1 (R"), allora Fp € Co(R™) e || Follow < (21) /2| |0|| 1, (&) -
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Dimostrazione. Calcolando il sup della (6.130) si trova la disuguaglianza cercata. Ora S(R™) = L;(R")
per cui se ¢ € Ly(R™) allora 3{¢,},en C S(R™) convergente a ¢ rispetto alla norma di L;(R™), i.e
tale che [|¢ — @, |/, (®n) — 0 per v — +o00. Ma @, € S(R") C Co(R™) e converge uniformemente (i.e.
rispetto alla sup—norma ||(-)]|co := sup,{|(-)|} di Co(R™)) a @ per v — oo, infatti

—n/2

v——+o00o

H}—SD_@HOO < H@ sDVHL (R™) 0.

Di conseguenza Fp € Cyo(R™), il che completa la dimostrazione del lemma. O

L’operatore F : L1(R™) — Cp(R™) & quindi una mappa lineare e limitata. Ne segue che, munendo
Li(R™) della struttura di un’algebra rispetto al prodotto di convoluzione e Cy(R™) della struttura di
algebra rispetto all’usuale moltiplicazione, la trasformata F individua un’isomorfismo tra algebre a valori
in L1(R™) e con immagine F (L1 (R™)) C Co(R™). Vale allora il seguente

TEOREMA (CONVOLUZIONE) - Se ¢, 1) € Ly(R™), allora ¢ 4 € L1(R™) e Flp %] = (2m)"/21).

Dimostrazione. Alla luce della disuguaglianza di Young (6.51), ¢ ¢ € Li(R™), dunque Flp * ¢] €
Co(R™). Per provare che Flp x| = (21r)~"/*p¢) & sufficiente scambiare ordine di integrazione (a fronte
dell’assoluta convergenza dell’integrale) ed effettuare un cambio di variabile a jacobiano unitario:

./—"[QD * ’lﬁ} (k) = W An (P(y)e—zky ‘/]Rn 1/J(X _ y)e—zk(x—y) dXdy

= (27T1)"/2 / ely)e Y dy Rnw(Z)e‘“"zdz = (2m)"*p (k) (k). -

Dal teorema di convoluzione si deduce, e.g., la seguente relazione semi-gruppale (a,b € R™T)

1 atb 1 e—(a+b)\$\] (k) = (EL) * (EL) (6.131)
m k% + (a+b)? Vor mx? + a? w22 + b2
Consideriamo ora lo spazio delle funzioni a quadrato sommabile e proviamo che, cosi come per gli
spazi $ ed §’, anche Ly & chiuso rispetto all’operazione di trasformata di Fourier. A questo proposito
cominciamo col notare che non tutte le funzioni Ly sono sommabili, e.g. Li(R) & (14 22)71/2 € Ly(R),
per cui non e possibile definire I'operatore di trasformata di Fourier per una generica funzione di Lo in
termini della trasformata integrale (6.76). Possiamo pero invocare l'isometricita di (F,S) rispetto alla
norma di Ly (identita di Parseval (6.98)) e la densita di S in Lg, cosl da estendere la trasformata di
Fourier ad un operatore unitario di Ly. Questo € I'idea principale alla base del seguente

:]:{

TEOREMA (PLANCHEREL) - (¥,S) ammette su Lo un’unica estensione lineare, biettiva ed isometrica.

Dimostrazione. Poiché F € B(S) ed § = La, esiste unica 'estensione Fe B(Ls,S) t.c. ||f|\B(L2) =
[FllB(s) (teorema “estensione lineare limitata”, §4.2); inoltre (F,S) ¢ isometrico, per cui [|F||ps) =1
e quindi (f" L) & anch’esso isometrico. Ne segue che Fe 1mett1V0 ed ammette inverso limitato su
R 2. D’ altronde Rz=S ¢ denso in Lo, sicché F & suriettivo ed F~1 ¢ estendlblle a tutto Lo. In de-
ﬁnltlva (]—' Ls) ¢ una isometria suriettiva di Lo e cio¢ & unitario, i.e. F~1 = F*. Si noti che l'inversa
dell’estensione di F coincide con ’estensione dell’inversa, sempre in virtu del teorema dell’estensione
lineare limitata, applicato ora ad (F71,5). O

Il teorema di Plancherel garantisce dunque l'esistenza e l'unicita di un’estensione unitaria della
trasformata di Fourier dallo spazio S allo spazio Ls. Data I'importanza che I'operatore (F, Ls) ha in
Meccanica Quantistica, e tenendo conto della densita di § in Lo, se ne usa dare la seguente

DEFINIZIONE (FOURIER—PLANCHEREL) - Sia ¢ € La(R™) e {¢, }ven C S(R™) convergente a o rispetto
alla topologia di Lo (R™). Def. trasformata di Fourier—Plancherel F : Lo(R™) — Lo (R™) loperatore

(Fo)(k) = Lim (Fp,)(k),  keR", (6.132)
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dove il simbolo 1.im. sta ad indicare l'operazione di “limite in media” (i.e. nel senso di Ls).

OSSERVAZIONE I — La costruzione (6.132) per 1'operatore di Fourier—Plancherel non & I'unica possibile.
Infatti, si puo equivalentemente ricorrere alla definizione di (F, L) (ottenuta a sua volta a partire da
(F,5)) e dare di (.7? , L) un’espressione integrale dipendente esclusivamente dalla funzione ¢ € Lo di
interesse. A questo proposito si noti che, data ¢ € Ly(R™) e detta xg € S(R™) la funzione caratteristica
della palla Qr = {x € R" : |x|? < R}, risulta yrp € L1(R"), infatti

1 1 ann
o dx < = 2dx+ - [ dx= SEE LT
berglingen = [, te0laxs 5 [ o0 axc3 [ dx =il + sty

essendo 2|p(x)| < |@(x)|? + 1. E chiaro che yre — ¢ puntualmente per R — +oo; inoltre, essendo
(o — xre)(X)|P < |e(x)|P per p=1,2,..., in virtl del teorema sulla convergenza dominata, segue che
XR¢ converge a ¢ per R — 400 rispetto alla topologia di L,(R™) ed, in particolare,

R—+
le = xr@llLa@ny ——— 0.

D’altronde il teorema di Plancherel garantisce la continuita di (]? , L), per cui

(F) (k) i= —— /2 Lim. /Q x)e **dx,  keR" (6.133)
R

In definitiva, si & visto che se ¢ € Lo(R™) & possibile distinguere tra due casi: se p € L1 (R™)NLy(R™),
allora la trasformata di Fourier-Plancherel di ¢ puo essere calcolata attraverso la formula integrale (6.76);
se invece ¢ & L1 (R™) N Ly(R™), allora & possibile costruire 'operatore di Fourier—Plancherel F come
limite (rispetto alla topologia di Lz) della successione di trasformate {F oy, }oen di S(R™) o, equivalen-
temente, della famiglia di trasformate {F[xrp], R € RT} di Li(R").

Esempi

o COMPLETEZZA IN Lo(R) DELLE FUNZIONI DI HERMITE
L’insieme delle funzioni di Hermite {t¢, }nen, forma una base ortonormale di Ly(R), i.e.

<wnawm>L2(R) = 6nma vn, m € NO, (6134)
D n(@)nly) =6z —y), Va,yeR. (6.135)
n€eNy

L’ortonormalita segue banalmente dalla corrispondente proprieta per i polinomi di Hermite:

a:)%n(x)e_zz dx = d,m, Vn,m € Ng.

1
<T/)n7¢m>L2(R) = \/W/R%(

Per la completezza, proviamo dapprima che le v, formano una base di Ly(R); a questo proposito,
riscriviamo la formula per la funzione generatrice (6.94) in termini di vy, i.e.

eth—t2 _ Z g%(x) — g4 Z (\/\/ini')nelzzwn(x)

neNy n€Ny

Rinominando z = v/2t per ogni t € C, troviamo che la precedente si riscrive nella forma

1
H(x;2) = 7 e_%(ﬁ_Q\/ﬁ“‘*‘z Z \Fw" z,x €C, (6.136)
neNy
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la quale ¢ uniformemente convergente. Supponiamo per assurdo che esista f € La(R) t.c. (¢, f)r,®) =
0Vn e Ny, ie (H(z;2),f)r,r) =0V, z € C; in particolare

Ly(R)

0= <£7-[(:C Z)|z /v f> 1T/4 /Rf(x)e_é_””dx = \/571'1/46%]:[6_%”2]((:5)] (k),

e cioe ]-'[e’%ﬁf(a:)}(k) =0q.0. in R. Ma e~ 2% f(z) € L1(R) per f € Ly(R), dal momento che

%zgf —’/e%w |dx
L1 (R) R

avendo invocato la disuguaglianza di Cauchy—Schwartz all’'ultimo passaggio. Pertanto e 27" fe
una funzione di L;(R) per f € Ly(R) con trasformata di Fourier nulla. Ma F ¢ invertibile su
L, (“teorema di inversione in $” esteso ad L) dunque Nr = {0} e quindi e~ 2% f(z) = 0 q.o.
in R, ovvero f(z) = 0 q.o. in R, il che & assurdo. Dunque {t,, }nen, forma una base di La(R).
Proviamo infine la relazione di completezza (6.135); a tal fine, & sufficiente considerare il limite
distribuzionale z — 1 della seguente espressione, nota come formula di Mehler,

= [T Yoy | < N E i Iy < +o

E(w,y;2) = Y 2 "Yn(@)tn(y) = S e (6.137)

_ 52
neNg V1 z

e riconoscendo nel membro di destra la é—famiglia gaussiana (6.23). Per dimostrare la (6.137) pos-
siamo adoperare le proprieta della trasformata di Fourier: sostituendo nella formula di Rodriguez
(6.93) lespressione (6.88) per la trasformata di Fourier di una gaussiana con o = 1/4 ed invocando
la proprieta di differenziazione (6.79), troviamo per I'n—esimo polinomio di Hermite la relazione

(_1)n z? d" —k2/4 ¢
H,(z) = 7 e dx”{f[e /}(x)}:m

Di conseguenza, in virtu dell’'uniforme convergenza degli integrali di Fourier su R, risulta

ezz/k"e—%kz—”kdk. (6.138)
R

1 120,02
E(z,y; 2) :ﬁe 2 () Z ] Hn(y)
n€Ny ’
L(x24y?) ]Ck L(k24E'?) —o(zk4yk) dkdk
W SRRy WACS

n€Np

= i 2(12+y2) / / *lkk zf— (k +k’2) 1(zk+yk’) dkdk/
procedendo al cambiamento di variabili k = f(a +7), kK = %(U — 7) ed invocando nuovamente
lespressione (6.88), troviamo in definitiva il risultato desiderato.

RAPPRESENTAZIONI EQUIVALENTI DELL'OPERATORE DI FOURIER-PLANCHEREL

Negli esempi al §6.6 si e visto che le funzioni di Hermite—Chebyshev sono autofunzioni dell’opera-
tore di Fourier (F,S) corrispondenti agli autovalori o(F) = {1,1, —1, —1}, ciascuno con molteplic-
ita infinita. Questa proprieta, combinata al precedente risultato, permette di dare dell’operatore
(F, L2(R)) una definizione equivalente alle (6.132), (6.133). Sia dunque f € Ly(R) generica: in
virtl della completezza delle funzioni di Hermite in L2(R), la funzione f potra esprimersi come
combinazione lineare delle {1, }; difatti, dalla (6.135) segue ’espressione

f@) = (0% f)(@) = / 5z —y)f(y) dy
R
/ Z wn 'l/]n ( )dy: Z <1/1n,f>L2(]R)¢n($)a

n€Np n€Ng
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valida q.0.123 in R. Tenendo a mente la proprietd di continuita di (F, Ly(R)), otteniamo

(BF) () (fz W) Loy o >)<> S (W o) (Fon) (),

n€eNy n€eNp

sicché, tenendo conto dell’equazione agli autovalori (6.95) (e del fatto che Fiby = Faby,), risulta

(FA®) = 3 (0 Catbuk), o= (nrf)p, ) (6.139)

n€Ny

valida V f € La(R), q.o. in R. Si noti che le {¢y, }nen,, oltre ad essere autofunzioni di (]?, Ly (R)),
sono anche autofunzioni del cosiddetto “operatore numero”

1
N:= 5(p? +07—1,m), (6.140)

il quale ¢ densamente definito su Lg, i.e. M, = ny, per ogni n € N. In virtu delle pro-
prietd di autoaggiuntezza di (p?, Ho(R)) e di (g2, Dy2) & possibile dimostrare che anche (9, Dy)
& autoaggiunto su Ly (R); pertanto, alla luce del teorema di Stone, DM rappresenta il generato-
re infinitesimo su Lo(R) del gruppo ad un parametro fortemente continuo di operatori unitari
{1y = 77 9 € [0,27)}, la cui azione & descritta dalla relazione (£ € Lo(R))

(Usf)(z) = Y Coe™"Pn(x), VS € Ly(R), (6.141)

n€Np

descrivente Pevoluzione nel tempo 6 € [0,27) di un oscillatore armonico quantistico di periodo
2m. Confrontando la (6.141) con la rappresentazione (6.139) ¢ evidente che (.7-' L2 (R)) si scrive in
termini del gruppo uniparametrico di Uy ponendo 6 = /2, i.e. F= Urjp=e —13%M ¢ cioe

~

F= e—zg (1:2-&-q2+]lL2(m<))7 (6.142)

identicamente. Alla precedente saremmo potuti giungere equivalentemente a partire dalle identita
operatoriali (6.99) dalle quali seguono le relazioni g3 = pif ed Fp2 = q27; estendendo le
precedenti a tutto Ly (RR), si scopre la regola di commutazione F(p%+q?) = (92 +p?)F. Invocando
allora I'unitarieta dell’operatore di Fourier—Plancherel, otteniamo in definitiva

[ﬁm] =Op,®)- (6.143)

Di conseguenza gli operatori F ed M ammettono una base ortonormale simultanea di autofun-
zioni di Ly (i.e. le funzioni di Hermite-Chebyshev); ma (q,Dyq) e (p,Hi(R)) formano un insieme
irriducibile di operatori di Lo, sicché F deve essere funzione d1 N e viceversa; sfruttando quindi
lautoaggiuntezza di 91 in Lo si ritrova nuovamente la formula (6.142).

o UNICITA DELL’ESTENSIONE DI ps = 7 lqs¥ SU Lo(R)
Nell’esempio precedente abbiamo supposto tacitamente che le identita (6.99) ed (6.100) am-
mettessero estensione unica su Lo. Tuttavia, gli operatori in questione non sono necessariamente
limitati e 'unicita dell’estensione non pud piu essere dedotta a partire dal teorema sull’esten-
sione lineare limitata. E perd possibile ricorrere alle proprieta di essenziale autoaggiuntezza di
(ds5, S(R™)) e di (ps, S(R™)) per provare che la (6.100) si estende unicamente all’identita operatoriale

p=FlqF. (6.144)

12313 (6.8) altro non & che una versione rigorosa della familiare relazione di completezza in notazione bra-ket di Dirac:

Iy =Talf) = D [bn)(@nlf) f@) =" (n,f)ro@¥n(@).

n€eNg neNg

H=L2(R)
f(@)=(z|f)
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Difatti, essendo (q, D) essenzialmente autoaggiunto su S, in virt dell’unitarieta di (]? , Lo), anche
FlqsF deviesserlo su S. Ma (p, Ly) & anch’esso essenzialmente autoaggiunto su S e dato che le
estensioni autoaggiunte di operatori essenzialmente autoaggiunti sono uniche e coincidono con la
chiusura dell’operatore (vedi §4.4), necessariamente dev’essere

=

p=ps = FlqsF = FIqzF = FiqF,

identicamente su L. In particolare, si noti che se Vf € H;, allora F f € Dy.

6.9 Operatori differenziali in $§’ e soluzioni fondamentali

In questo paragrafo affronteremo il problema della determinazione, tramite trasformata di Fourier, delle
cosiddette soluzioni fondamentali (altrimenti note come funzioni di Green o funzioni di influenza) di
operatori alle derivate parziali lineari a coefficienti costanti. Naturalmente, tale metodo permettera di
ottenere solo soluzioni a lenta crescita, essendo § un isomorfismo su §’.

Per cominciare, introduciamo il concetto di soluzione generalizzata (o distribuzionale) in 2" di
una generica equazione differenziale lineare. Sia pertanto .Z(x,0%) : D'(R") — 2/'(R™) l'operatore
differenziale lineare di ordine m € Ny a coefficienti non—costanti a,(x) € C*°(R™) cosi definito

L(x,06)(): T €D(RY) s L(x,0)T = Y aa(x)LT € D'(R"). (6.145)

a€eNy
lal<m

Si noti che 7 € 9’ in virtu della continuitd della mappa 7 +— 9°7 e della moltiplicazione rispetto a
C*°. Diremo che Q € P'(R™) & una soluzione distribuzionale dell’equazione (6.145) sse

(«i”(x,ax)”f,w) =(Q¢), Veen(Q), (6.146)

con Supp(p) C €. Si noti, infatti, che la (6.145) & equivalente all’equazione

(Q9) = (T.2°x09).  2°x8)()= X (D05 an(-)]. (6.147)
aeNy
lor|<m

poiché, a fronte delle proprieta di moltiplicazione e differenziazione distribuzionale, risulta

(i”(x, 0T, cp) -y (aa(x)ao"T, <p> -y (8“‘2‘, %(p) = 3 (- (q—, ag(aa<p)).
a€eNy a€eNy a€eNg
loe|<m la]<m lee|<m
Restringiamo ora I'interesse alle soluzioni distribuzionali di equazioni differenziali lineari a coefficienti
costanti; sia quindi .Z(9) : D' — D’ Voperatore differenziale a coefficienti costanti a, € R con « € Nf.

\

DEFINIZIONE (SOLUZIONI FONDAMENTALI) - G € D' ¢ soluzione fondamentale di .£(0) sse
ZL0)g=6 in D. (6.148)

Un risultato centrale, noto come teorema di Malgrange—FEhrenpreis (1954-1955), garantisce l’esistenza di
una simile soluzione in 2’ ma non l'unicita | ]: difatti, se G € D’ & soluzione fondamentale di .Z(9)
e Go € D' ¢soluzione dell’lomogenea £ (9) Gy = 0, allora per linearita .2 (9)[G+ Go] = Z(0)Go+-Z(0)G =
J, ovvero anche G + Gy € D' & soluzione fondamentale di .£(9).

Come preannunciato in apertura, siamo interessati a risolvere la (6.148) tramite trasformata di
Fourier; occorre percio stabilire sotto quali ipotesi la (6.148) ammette soluzioni fondamentali in s'. Tl
seguente lemma risponde a tal necessita, fornendo un criterio necessario e sufficiente [ ]
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LEMMA (SOLUZIONI FONDAMENTALI IN §') - La distribuzione G € S'(R") ¢ soluzione fondamentale
dell’operatore £ (0x) : S'(R™) — S'(R™) sse G = FG € S'(R™) soddisfa in §'(R™) lequazione

> 1 @ o
L (19) G = Gy L (194) = %Nn 1l gy 2. (6.149)
*ENg
jal<m

Dimostrazione. Sia G € §'(R™) soluzione fondamentale di .Z(9), i.e. £(0x)G = d in §'(R™). Calcoliamo
la trasformata di Fourier di ambo i membri: in virtu delle proprieta di (§,.5'(R™)) si trova

W =30 = S[ﬁ(@x)g] = Z aaS[a,‘fG] =3G Z lla‘aale‘ = f(sz)é,
aeNg aENy
|a|<m |a]<m

avendo, in particolare, invocato la (6.104) e la (6.111). Viceversa, sia G € §'(R™) tale che G € §'(R")
soddisfi la (6.149): tenendo presente che £ (1My)G € §'(R™) (L (1M ) & a crescita lenta per ogni o € Ny
finito) ed applicando il teorema di inversione per la trasformata in §’(R™), risulta

_ 1 -1, _ ~—1 > | —1 a’ N o —1 _
5= Gy 1=% [ 20960G] = > lad 4G = Y wd 57 [56]] = 2@)g,
aeNy a€eNy
jal<m lal<m
avendo, questa volta, invocato la proprieta (6.103) e la (6.112). Dunque G € S'(R™) soddisfa la (6.148),
i.e. & per definizione una soluzione fondamentale in §’(R™) dell’operatore £ (0y). O

Il precedente lemma mostra dunque come sia possibile ridurre, tramite trasformata di Fourier, il
problema della determinazione delle soluzioni in §’ di un’equazione lineare alle derivate parziali ed a
coefficienti costanti nella ricerca delle soluzioni in §' di un’equazione algebrica della forma

P(k)X = 1, (6.150)

dove 2 ¢ il polinomio di R™ associato all’operatore differenziale .Z. Resta pertanto da chiarire quando
la (6.150) ammette soluzioni X € & non banali. Per cominciare, si noti che le soluzioni in §" della
(6.150) devono coincidere formalmente con 1/P(k), quanto meno all’esterno dell’insieme Np = {k €
R™ : ?(k) = 0} degli zeri di ?. Di conseguenza, se Np # @ allora le soluzioni della (6.150) non sono
uniche e differiscono da 1/P(k) per al pitt una combinazione lineare di distribuzioni temperate aventi
supporto su Mp. Ci siamo gid imbattuti in precedenza in casi simili, e.g. nella soluzione dell’equazione
distribuzionale algebrica ku(k) = 1 (vedi esempi, §6.5.1) per la quale le distribuzioni

1 1 1

Py
Ve k0t k-0t

€ 5'(R),

costituiscono tutte delle soluzioni, mutuamente definite a meno di un multiplo della distribuzione delta;
un caso analogo lo ritroviamo nelle soluzioni dell’equazione k?u(k) = 1, le quali differiscono dalla parte
finita di 1/k? per una combinazione lineare della delta e della sua derivata prima.

Nel caso di un generico polinomio P, il problema della determinazione delle soluzioni della (6.150)
puo essere risolto nel modo seguente: se 1/P € Ly j,¢, allora una soluzione in § della (6.150) esiste e
corrisponde alla distribuzione regolare 1/? € §'; se invece 1/P & Ly joc (e.g. 1/z od 1/|x|? in R ed
R?), allora un risultato dovuto ad L. Hérdmander (1958) assicura l'esistenza di una soluzione (diciamo)
Reg{l / Q’} € §', la cui costruzione dipende dal polinomio ? ed, in particolare, dalla struttura di Ny
[ ]. In definitiva la (6.150) & sempre risolubile in §’(R™) ed ha soluzione

% =Reg{1/2(k) } S=8 x_3 [Reg{ T(ik) H .

Tornando allora alle soluzioni fondamentali dell’operatore .£(9) possiamo concludere quanto segue:
ogni operatore differenziale lineare a coefficienti costanti ammette sempre una soluzione fondamentale
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in §' definita (in generale non univocamente) dall’espressione

g:(le)n/zs {Reg{MH i 5(RY), (6.151)

avendo osservato che tM = > autME =3 ay (tM?) (k) =3 (- 1)1 g, M2 = — 94
Le soluzioni fondamentali (6.151) rivestono un ruolo centrale nella determinazione delle soluzioni di
equazioni alle derivate parziali non—omogenee del tipo

[Z(0x)u] (x) = f(x), £, uc D [R"). (6.152)

In particolare, ¢ possibile costruire soluzioni della (6.152) in termini della soluzione fondamentale G € §;
avendo tale proprieta carattere generale, la dimostriamo di seguito nello spazio D’.

TEOREMA (SOLUZIONT DI EDP NON-OMOGENEE) - f € D' : 3fxGE€ D' = Flu=fx G D%

Dimostrazione. L’esistenza di u in 9’ segue dal teorema di Malgrange—Ehrenpreis. Verifichiamo che
u=fxG; poiché f € D' t.c. 3f*xG € D' (e.g. f € E), in virtu della proprieta (6.58) si trova

ZLO)u=2L0)f xGl=fx[ZL0)G] =fxd=],

essendo G soluzione fondamentale di .. Per 'unicita ¢ sufficiente mostrare che non esistono (nel
sottospazio di 9’ laddove esista la convoluzione con G) soluzioni non-banali dell’omogenea .Z(9)u = 0:

u=uxd=ux[L0)G] =[L(0)u]xG = 0. g

A conclusione del paragrafo, discutiamo un metodo utile a costruire soluzioni fondamentali e.g. in
7' (R™) a partire da soluzioni fondamentali in 2’(R"*1). Si consideri dunque I'operatore differenziale
lineare a coefficienti costanti . : o/(R"*!) — 2/(R"*1) nelle variabili (x,t) € R*"*! avente avente
ordini interi finiti m, p in Oy, 0; rispettivamente, definito come

L(0x,00) = Y 01.L(0x) + Zo(0), (6.153)

1<q<p
dove %, dipende esclusivamente da dx. Supponiamo che all’'operatore (6.153) corrisponda ’equazione
(L (0%, Or)u] (x,) = (f x 0)(x,1), uwe O'(R"M), fe DR"), (6.154)

e che u € 2/(R"!) sia prolungabile nel sottospazio {¥(x,t) € DR™1) : (x,t) = p(x) x 1(t)}
con ¢ € D(R™), nel senso che V {ni(t) }ren € D(R) convergente ad uno in R, risulti (u, o(x)ne(t)) —
(u(x,t),(x) x 1(t)) per k — +oco. Indichiamo il funzionale precedente come

(w0, 0) == tim (u,p()me(t)), v € DR); (6.155)

in virtu della completezza di 2’ & evidente che uy € D'(R™) i.e. & un funzionale lineare e continuo di
D(R™). Per la distribuzione 1y vale, in particolare, la seguente costruzione.

LEMMA (COSTRUZIONE DI uy) - u € D/ (R™) : [ [u(x,t)|dt € L1 10c(R™) = uy € L1 10c(R™) ed

uo(x):/Ru(X,t)dt. (6.156)

Dimostrazione. Sia uy definita come in (6.155); poiché u € Ly j,.(R™ 1), essa definisce una distribuzione
regolare di 2'(R""1) e vale il teorema sulla convergenza dominata, per cui V¢ € D(R™) si ha

lim (4, ¢(x) x np(t)) = lim u(x, t)p(x)ne(t)dt = /n @(x)/Ru(x, t)dtdx. O

k——+o0 k—+oo Rn+1

(u0,) =

Possiamo a questo punto dimostrare il seguente teorema, noto come metodo della discesa in t.

1248 noti che Punicita della soluzione va intesa rispetto al sottospazio di D’ nel quale esista la convoluzione con G.
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(METODO DELLA DISCESA) - Sia u € D' (R"*1) una soluzione distribuzionale dell’equazione (6.154); se
u ammette il prolungamento (6.155), allora uy € D'(R™) ¢ soluzione distribuzionale dell’equazione

[Lo(0x)uo] (x) = f(x), x € R". (6.157)

Dimostrazione. Sia {ni(t)}ken C D(R) convergente ad 1 in R; allora Vg = 1,2,...,p anche & =
Nk — Ofny converge ad 1 in R per k — +o0, sicché in virth della (6.155) si trova

(Zo(@)io, ) = (10, Zo(~Br)p) = T (1, Zo(~0s)[p(x) x (1))

= tim_(w G0 [eoam )] + S (80! [p(me(t)])

horres 1<g<p
= Jim (.20 0)[pem (0] ) = Tim_(£,00m(0)) = (£,9)-

Ma la precedente & vera V¢ € D(R™), dunque uy € 9'(R™) & soluzione distribuzionale della (6.157). O

Il metodo della discesa risulta particolarmente utile nella costruzione di soluzioni fondamentali.
Difatti, specializzando il teorema precedente al caso f = ¢ e tenendo conto della proprieta (6.44),
ie. 0(x)xd(t) = d(x,t) € D'(R"1), possiamo affermare quanto segue: se la soluzione fondamentale
G € D'(R"M) di £(dx,0;) ammette il prolungamento (6.155), allora la distribuzione in D'(R™)

(Go,9) == (G,p(x) x 1(1)), ¢ € DR™), (6.158)

¢ soluzione fondamentale in D'(R™) di Zy(0x); in particolare, se [, [G(x,t)|dt € Ly 10c(R™), allora

go(x)z/]l&g(x?t)dt in 2'(R"™). (6.159)

Esempi

o SOLUZIONI FONDAMENTALI IN $'(R) DEGLI OPERATORI O, E 0, + a
Il caso degli operatori differenziali £ (9,) = 9, ed £,(9;) = 0 + a con a € R & paradigmatico
poiché racchiude in sé gli elementi essenziali relativi al problema dell’unicita delle soluzioni fonda-
mentali in §’ ed il legame che esso ha con le proprieta dell’insieme N degli zeri reali del polinomio
Z(1k). Infatti, applicando fin da subito il lemma “soluzioni fondamentali in §"”, & evidente che
G €S (R) e G, € 5'(R) sono rispettivamente soluzioni fondamentali di .Z ed .%, sse

P(k)G(k) =1,  2(k) =1/27k, (6.160)
Pu(k)Ga(k) =1,  Pu(k) = o0v/2r(k — 1), (6.161)

dalla quali segue evidentemente che Np = {0} ed Np, = @. Nel primo caso la radice reale k = 0
fa s1 che la soluzione fondamentale P.v.% sia definita in §'(R) a meno di multipli di distribuzioni

delta a supporto in k = 0, corrispondenti alle soluzioni in §'(R) dell’lomogenea P(k)G = O (si veda
§6.5.1, equazione (6.71)); nel caso in studio, ridefinendo opportunamente la costante ¢ € C, si ha

G = 1 (P.v.1+c5) in S'(R). (6.162)
W2 k

con ¢ € C arbitraria. Si noti che nella famiglia (6.162) rientrano, in particolare, le formule di
Plemelj—Sokhotski (6.31) ottenute ponendo ¢ = femr. Nel caso della (6.161), invece, il fatto che 2,
abbia radice complessa k = wa rende la soluzione 1/%2,(k) € L1 jo(R) unica in §'(R), dal momento
che 'omogenea 2, (k)Ga (k) = O ha per soluzione in §'(R) la distribuzione nulla.
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Discusse le proprieta di unicita di G e di G,, costruiamone esplicitamente le espressioni. Comin-
ciamo dalla (6.162) ed invochiamo la (6.151): alla luce della (6.122), si trova

e N N e S b e 1o e
G = ms |:P.V.k:| m% 5—\/%5[P.V.x] 27r—2Sg e

In particolare, regolarizzando 1/® dando al polo k£ = 0 una parte immaginaria infinitesima +2p con
p — 0T (equivalentemente aggirando la singolarita rispettivamente dall’alto o dal basso tramite la
semi-circonferenza orientata ,, quindi “stirando” il cammino tra —oo=1p, +0o+t1p) ed effettuando
infine il cambio di variabile z — z F 1p), si trovano le soluzioni

1 1 1 1
] RO = S R

alla luce della formula di Plemelj—Sokhotski (6.31) o, equivalentemente, della trasformata (6.119).
Si noti che gli indici ® ed 4 si riferiscono rispettivamente ai termini “ritardata” ed “anticipata”,
una terminologia che adopereremo piu avanti per le soluzioni fondamentali del d’Alembertiano.

Consideriamo ora la (6.161): essendo 1/®, € L1,10.(R) ¢ - € S'(R) regolare, per cui

0= = [t = [ = o [ an cR
Galt NG k—a|” V2r |kt Y= on rEk+1a na ’

Procediamo ad un’integrazione complessa, distinguendo tra i casi x > 0, z < 0 ed i relativi sotto—
casi a > 0 ed a < 0 (essendo a € R). Per z < 0 chiudiamo il cammino d’integrazione in Sz > 0
tramite la semi—circonferenza ~yg: invocando il lemma di Jordan ed il teorema dei residui, si trova

efzk:r ) —1zT 0 se a € R+’
dzr = lim dz= B _
r K+ R—+oo Jp, z+10 2m e W sea € R™,

essendo ' = yg U [—R, R]. Per z > 0 chiudiamo invece il cammino d’integrazione in Sz < 0
tramite ygr; invocando nuovamente il lemma di Jordan ed il teorema dei residui, si ha

etk ) e —2m e sea € RT,
dz=— lim dz = _
r k+1a R—+oo Jrr z+1a 0 sea € R™,

avendo tenuto conto del verso di orientazione. Combinando le precedenti, troviamo in definitiva
che la soluzione fondamentale in §'(R) dell’operatore .Z, ¢ data dall’espressione

Ga(x) = Sg(x)0[aSg(z)]e™**, z,a € R. (6.164)

SOLUZIONE FONDAMENTALE PER L’OPERATORE LAPLACIANO
Sia £, (0x) : S'(R™) — S'(R™) l'operatore di Laplace .£,(0x) = Ox - Ox. In virtu del lemma
“soluzioni fondamentali in 8", G, € §'(R™) & soluzione fondamentale di .%}, sse

—~ 1
- k*G, = @ in  §'(R"). (6.165)
Ricordiamo che per n = 1,2 la “funzione” |k|=2 : R™ \ {0} — R$ ammette una singolaritd non—
integrabile nel qual caso occorre ricorrere alla regolarizzazione (6.29), i.e. Regﬁ = F.p.ﬁ; per
n > 3, invece, |k|=2 € L1 10c(R™) e dunque definisce univocamente una soluzione distribuzionale in
S'(R™) della (6.165). Discutiamo i casi n =1,2,3 (per n > 4 si procede analogamente ad n = 3).
Sia dunque £ (9,) = 0, e G1 € S'(R) t.c. sia soddisfatta equazione

2 (k)G =1, 2 (k) = —V2rk?, (6.166)
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ne segue che Ny, = {0} con molteplicita due, sicché F.p.Z5 € §'(R) sara soluzione distribuzionale
della (6.166) a meno di combinazioni lineari di ¢ e §’. Difatti, nel §6.5.1 si & visto che I’equazione
algebrica k%u(k) = 1 ammette in §'(R) al soluzione (6.72); sicché, nel caso in studio, sara

—~ 1

1
6=~ (F.p.? +cb +?5’) in §'(RM), (6.167)
Y3

avendo ridefinito le costanti ¢,c € C. Calcolando la trasformata della (6.167) si trova
c i

1 1

1
gl**ﬁ

in virtu della (6.127). La soluzione fondamentale di .#3(9) in §'(R) ¢ quindi

1 1 c . ,
G = §x(Sg - —) ~ 5 in S'(R). (6.168)

In particolare, ponendo ¢ = 0 e ¢ = =%, si trovano le soluzioni Gi ¢ = 201 € Gi 4 :/929,.
Consideriamo ora il caso n = 2: sia %(9) = 92 + 92, e G2 € S(R?) t.c. ?(k)Gy = 1, dove
?(k) = —(2m)|k[?; di conseguenza Ny, = {0} e Reg{|k|=2} non ¢ unica in §'(R?). Verifichiamo

che F.p.ﬁ € §'(R?) & soluzione generale in §'(R2) dell'equazione algebrica ?,(k)Gy = 1:

1 1 k*o(k) — [[k[>¢(k)],
|k|2F.p.—27 o) =|Fpim k|*p ) = P.V./ [ ]k_o dk = (1, <p),
k| K| R? k|

per cui Reg{|k|™?} = F.p.|k|72. Trascurando le distribuzioni a supporto puntiforme in k = 0
rispetto alle quali la precedente soluzione € definita, calcoliamo la trasformata di Fourier:

1 1 1
=~ |Fp | =5 (n+mx) i SR,
Go %S{ P X|2} 5 (70 T 1nfx| in S§'(R%)
avendo invocato I'identita (6.128). In definitiva, la soluzione fondamentale del laplaciano in ' (R?)
¢ data (modulo multipli di distribuzioni a supporto puntiforme in k = 0) dall’espressione

1
Go=—lnlx|+ 22 i §(R?). (6.169)
2w 2

Consideriamo infine il caso n = 3; sia Z3(0x) = 02, + 92, + 92, e G3 € 5'(R?) t.c. 23(k)Gs = 1
con P3(k) = —(27)%/?|k|?. In tal caso la singolarita k = 0 ¢ integrabile e dunque la divisione per
P5 definisce la distribuzione regolare m € 5'(R?) come soluzione unica dell’equazione algebrica
in studio. Calcoliamo la trasformata di Fourier: invocando 'identita (6.129), si trova

IS S S T D S
G = <2w>3/23{F'p'|x|2]‘ e

In definitiva, la soluzione fondamentale di .%3 in §'(R3) & definita univocamente come

G3 = in  S'(R%). (6.170)

drlx|

SOLUZIONE FONDAMENTALE PER L’OPERATORE DI HELLMOLTZ
Sia ora L, (0x) = Zn(0x) + a® con a € R, l'operatore di Hellmoltz in R", essendo .Z,(0x)
Voperatore di Laplace. La distribuzione Gy, € $'(R™) & soluzione fondamentale di %y ,, sse

P ()G =1,  Bun(k)=—(2m) "2 (|k| - d?). (6.171)
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Si noti che Py, ammette radici reali e distinte af(a) per a € R* ed —af(—a) per a € R™. Tuttavia,
diversamente dall’operatore di Laplace, la “funzione” 1/®y , & L1 10.(R™) per ogni n € N, ie. le
singolarita sono sempre non—integrabili; pertanto la soluzione fondamentale generale

1 1
=~ g [ e

di %y, non & unica in S’ (R™) per ogni n € N. Analizziamo di seguito i casin = 1,2, 3. Cominciamo

dal caso n = 1 ed osserviamo che, data la fattorizzazione +— = 4 (- — —), risulta
? k2—a 2a \k—a k+a/’

G = ml/%%[Reg{kia} = Reg{klaH in S'(R). (6.172)

Analizziamo dapprima la regolarizzazione della (6.172) tramite il valor principale di Cauchy; a
questo proposito, & conveniente notare fin da subito che P.v..4— = tz,P.v.{ con a € R, infatti

1 (k) (k)
( Vk:l:a’sp) V/k:l:adk p—>0+/kia>pk:|:adk

(=k+a . (tra) () 1
= lim /|C>pd< (tia E;‘p)v VQOES(R%

p—0F ¢

avendo tenuto conto della proprieta di traslazione (6.37). Di conseguenza, alla luce della proprieta
di trasformazione (6.106) per la traslata di una distribuzione e della identita (6.122), otteniamo

1 1 1 1. .
5av2n {S(RV%_’_G) _S(P'V'k — a)} = %Sgsmax Vo e S(R).

Osservando ora che le soluzioni distribuzionali dell’equazione (k — a)(k + a)u(k) = 1 differiscono
da i [P.v.klfa — P.v.ﬁla] per una combinazione lineare di distribuzioni d+, i.e.

Gina(e,e) = 2a\1/%3|:(P.V./€j-a ‘a) - (P'V'k i a +Z5“)]’

otteniamo in definitiva la seguente famiglia di soluzioni fondamentali generali in §'(R) di Z1:

—1ax

- eaw Zj B e E ) ,
G (e, ) = dra [Sg—i— 7r] dra [Sg—i— 7r] i S(R), (6.173)

con ¢, ¢ € C costanti arbitrarie (fissate dalle condizioni al contorno). In particolare, la famiglia di
soluzioni (6.173) contiene quattro casi di uso comune in Fisica: () ¢ =¢ = —ur, (11) ¢ =¢ = +um,
(1) ¢ = —wmr, c =+ ed (1)) ¢ = 4w, ¢ = —um. Sostituendo nella (6.173) si trova

sin ax sin ax 1
9+v gH 1= — 9_, g‘LT

_ 1a|z| N 1 —alz|.
=—e =——c
B %4 ’ 9.1 2 '

gH 1=
si noti che le soluzioni non sono linearmente indipendenti, infatti gH 1 =G Tl e gIﬁTl = gITIfl

OsSSERVAZIONE I — La notazione a freccia si riferisce all’equivalenza tra la regolarizzazione ad-
operate e la regolarizzazione che avremmo potuto seguire dando ai poli una parte immaginaria
infinitesima positiva e/o negativa ed invocando la formula Plemelj—Sokhotski, i.e.

GO 1 3 1 _ 1

H,1 2av2r |z +aF 0t  z—aF0t]

GV = - LS 1 _ 1
2027 |z +aF0t x—a£0t]
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Con riferimento alla clab&ﬁcazwne delle bOluZlOnl fondamentali del d’Alembertiano (vedi formula
(?7)) si usa spesso definire gH 13 gH L€ gH come soluzione fondamentale rispettivamente ritar-

data gH 1» anticipata Gf | e di Feynman gH 1 per Poperatore di Hellmoltz %41 in §'(R).

OsSSERVAZIONE II — In modo altrettanto equivalente, saremmo potuti giungere al medesimo risul-
tato regolarizzando l'integrale di Fourier (anziché la funzione integranda) tramite un’opportuna
deformazione del cammino d’integrazione. In particolare, alla soluzione gITITl (gﬁﬁl) sarebbe cor-
risposto il cammino d’integrazione I';)~ (F**) ottenuto aggirando i poli x = Fa dal basso (alto)
tramite due seml mrconferenze v, di ragglo p infinitesimo e centri +a rispettivamente, mentre alla
soluzione g (g 1) sarebbe corrisposto il cammino d’integrazione I} (F;,t) ottenuto aggirando
x = —a dal basso (alto) mediante 7y, di centro z = —a ed 11 polo = = a dall’alto (basso) tramite
v, centrata in x = a. Come esempio, si consideri il caso g 1 risulta

gJ'J' _ 1 R++ :}'|: 1 :| _ 1R++/ 6*2Ik dk
H,1 Vo 8 k2 — g2 T or ® k2 —a?
1 —ixrz 1 —lxrz
= —— lim / %dz:—— lim lim eidz
21 p—ot Jpi+ 22 —a 27 p—0+ R—+o0 e 22 — q?

essendo il cammino I‘JrE ottenuto restringendo I“H‘ all’intervallo [-R, R], con R > a + p. Per
z < 0ed xz > 0 chiudiamo F:Jr rispettivamente dall alto e dal basso tramite la semi—circonferenza
~r: invocando il lemma di Jordan ed il teorema dei residui, si trova in definitiva

—rz

1 e 1 .
g“ =—— lim lim ———5 dz=—0;sinaz.
2T p—0+ R—+oo rit 2t —a a

Consideriamo ora il caso n = 2, i.e. determiniamo le soluzioni fondamentali in $'(R?) dell’op-
eratore di Hellmoltz bidimensionale 4 2. In virtu delle precedenti considerazioni, scriviamo

1 efzx-k 1 ) Tj()( |X|)
= T2 Tz s dk=—o— 1 drb.
it =~ gy [ e Ak = g | Rffoo/ o

Per semplicita, consideriamo solo la regolarizzazione della funzione integranda corrispondente alla
soluzione fondamentale anticipata in §'(R?) di %y 2; in tal caso otteniamo | ]

, 1 = 1
gIJ{iz =—— lim / 7TJO (T|X|) dr=—— lim lim / Tjo ‘X| dr
; 2 —a2 —1p

277 R—+00 r2 —a? — 0t 27 p—0+ R—+oo
1
= Tim Ko (el v/a® +1p) =~ Ko —alx]) = —#4 (alx),

essendo ’HO Y la funzione di Hankel di prima specie di ordine zero. In definitiva
a1 2 .
Gito = =M (alx), Gy = M (alx) i SR, (6.174)

Analizziamo infine il caso n = 3, i. e. determiniamo le soluzioni fondamentali in §'(R?)
dell’operatore di Hellmoltz tridimensionale .#}; 3. Cominciamo con l'osservare quanto segue:

1 : f TZ " —ar|x| cos O _:
gH,S = WReg{ RLHEOO/O m/o e || sdeGdT}

R r +ar|x| ¢
—— R li d¢d
4 2|X‘ eg{ Rl}rfoo/(; r? —a? /zrx| ‘ C T}

1 rsinr|x| .
= - -——R ——d in (R
272 x| eg/R ' SR,

+ r2—a?
0

168



avendo all’ultimo passaggio notato che la funzione integranda é infinitesima per R — +o0; invo-
cando allora la parita della funzione integranda sulla retta reale, otteniamo la seguente espressione:

¢ r —1|X|T :
Gz = 87r2|x|Reg/R R (el‘xlr — et )dr in §'(R?). (6.175)

A questo punto & possibile invocare le stesse strategie di regolarizzazione adoperate per la de-
terminazione delle soluzioni fondamentali in §'(R) di %4 1; potremmo infatti tener conto della
fattorizzazione —*— = T{I(ﬁ wia) e procedere ad una regolarizzazione tramite valor prin-
cipale e distribuzione delta, oppure procedere ad una regolarizzazione della funzione integranda
ed invocare la formula di Plemelj—Sokhotski. Seguiremo qui la via della regolarizzazione dell’in-
tegrale di Fourier; in particolare, consideriamo le regolarizzazioni corrispondenti alle soluzioni

fondamentali ritardata e di Feynman di %3 in §'(R?). Calcoliamo percid i seguenti integrali:

gf}’?) = ' lim lim /r++ ﬁ(ellx‘z - e_llx‘z) dz, (6.176)
PR

7r2|x| p—0+ R—400

lim

= e g=ll) q 6.177
87r2|x| p—>%1+ R—3+o00 /F+R 22 —a? (e ¢ “ ( )
™

F
Gii 3

essendo i cammini I‘p++ e F+ definiti come prima. Cominciamo dalla soluzione fondamentale
ritardata: invocando il lemma dl Jordan ed il teorema dei residui, si trova

2 ) zez|x\ zefz\x\z
G}Q%g: B} 1m hm ﬁdZ‘i’ ﬁdz
’ 8m2|x| p—0+ R—+o0 oz —a r.. 22—a
++ ++

. zeuxle
=——— lim lim Iim — + lim
47T|X| p—0+t R—+oc0 | 22>—a z—a z—a z+a

ze 2] cosalx|
 drnfx|

dove I'! |, = F T Uqg @ chiuso dall’alto (dunque non racchiude alcun polo) e I'y; = I'" ,. T UvR
chiuso dal basso Per la soluzione fondamentale generale di Feynman, invece, risulta

2 zez|x\z ze—z\x\z
gIgS:T hm hm ﬁdZ"‘ ﬁdz
' 8m2|x| p—0t R—+oo | Jpr 22 —a r,_ 2°—a
- +-

—1x|z 1a|x|

1 zexls . ze e
= lim + lim = - .
Cdnlx||ze z4+a | oma z—a 47|x]|

Dunque le soluzioni fondamentali ritardata e di Feynman di %% 3 sono rispettivamente:

% cos alx| 5 eral| ) '(R?
L= — - = —— . -]-
GH,d 47T‘X| ) gH,S 47T|X‘ mm S ( ) (6 78)

Si noti che gg 5 corrisponde alle tipiche soluzioni ottenute in Fisica per I’equazione di Hellmoltz
(equivalentemente, Schrodinger stazionaria) descriventi onde sferiche libere viaggianti.

SOLUZIONE FONDAMENTALE PER L’OPERATORE DI DIFFUSIONE

Sia %5 ,(0r,0x) = O — a>%, Voperatore di diffusione (o di conduzione del calore) in R™T!
e Gon € S'(R™1) una soluzione fondamentale di %y ,,, i.e. [0y — a®>%,)Gon = 6(x) x &(t).
Applichiamo ora separatamente il lemma “soluzioni fondamentali in §’” alle variabili x e ¢; fissiamo
t ed indichiamo con (S,m S’ (R”)) I'operatore di trasformata rispetto alle variabili x € R™: ne segue
che Gz, € §'(R™) & soluzione fondamentale di % ,, sse

(at +a2|k\2) [BxGon] = W in §'(RY). (6.179)
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Indichiamo ora 3 = a?|k|?; alla luce della (6.179) & evidente che FxGa.n € S'(R") & soluzione
fondamentale, per ogni x € R? fissato, dell’operatore £ = (2m)n/? (8t Jrﬂ) in $'(R) e nel primo tra
gli esempi di questa sezione abbiamo mostrato come tal operatore ammetta come unica soluzione
S'(R) Despressione (6.164). Nel caso in questione, essendo 8 € RT otteniamo
1

2m) 7>
Calcoliamo quindi la trasformata di Fourier inversa della (6.180): tenendo presente che la funzione
k — O(t)e= " tk* ¢ §(R™) per ogni a,t € R, risulta in definitiva

Gorn = (2975;3/23;1 |:e—a2t|k2:| (9()3/2 Tx[ —azt\k|2} _ (;%;))n/w o (et k) g

0 T [ (i) .. 00 T _arek?] _ =5
_(Qw)”H/Re (ath? ok )dkzl—(%)n/zgﬂi[e tk}_ s et He %t

avendo invocato la formula (6.88) per la trasformata di Fourier di una gaussiana. In definitiva, si
¢ trovato che %5, , ammette soluzione fondamentale unica in §'(R"*1) data dall’espressione

FxGon = Ot)e "kt i §'(R). (6.180)

1 S

n=-———r0(t)e W% in S§(R"T). 6.181
970 = Gy O in - 5'(R") (6.181)

SOLUZIONE FONDAMENTALE PER L’OPERATORE DI D’ ALEMBERT

Sia ora %5 (0, 0x) = 0, := 07 — £, Voperatore d’Alembertiano (operatore d’onda) in R" ! e
Go.n € S'(R™1) una soluzione fondamentale di % ,,, i.e. OGn,, = d(x) x §(t). Procedendo come
per l'esempio precedente, fissiamo ¢ € R ed applichiamo l'operatore di trasformata (Fx, S (R™))
relativo alle sole variabili x € R"; allora Go ,, € soluzione fondamentale di %p ,, in §'(R™) sse

1, X 0(t)
(2m)/2

Riconoscendo in (27)"/%F«Go.n la soluzione fondamentale in §'(R) dell'operatore di Hellmoltz
Z1 con a = k| € R, si trova (in virthh della (6.173)) la seguente famiglia di soluzioni

(07 + |k[*)3xGon = i §/(R™). (6.182)

1 etlklt 1c eIkl 7 _
[nglj,n] (C,z) = (271_)71/2{41“{' {Sg + *:| - 4Z|k| [Sg + ;:| } c,c€E C. (6183)

™
Isolando nella (6.183) le soluzioni fondamentali ritardata e di Feynman, troviamo
1 sin(|k|¢)
R _ e U . ekl |
gl:‘ﬂ’b (27_‘_)71,/2 ( )§x|: ‘k| ) GE\,n ( ),L/zg 2 |k|

Per semplicita, restringiamo l'attenzione al caso tridimensionale ed analizziamo per prima la
soluzione fondamentale ritardata; invocando la formula (6.117), calcolandone I'anti-trasformata e
tenendo presenti le proprieta di parita della funzione Sinc, otteniamo in definitiva

1
—0(t)6s, in S'(R¥), (6.184)

R _
Go3 4t

essendo S; = {x € R? : |x| = t}. Tenendo presente che Js, proietta sul guscio sferico S; di raggio
t = [x| = r (dunque dr = dt), ¢ evidente che 'azione di G 5 su S(R*) ¢ la seguente

1 1
X = - - = — =
(6540) —4W/Rt9(t)(6st, (x,1)) dt /R”/ (x,t = x| dxd?
1 1 T o(r, Qt = 1)
:*/ f/ w(r,ﬂ,t:r)rzdﬂdr:—/ / %ﬁdgdr,
T Jrt T Jo 4 Jri Jo r
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essendo d Q2 = sin#d 6§ d ¢ Pelemento di angolo solido 2 € [0,47). In definitiva

(Gm, ) 1/wdx, @ € S(RY). (6.185)

4 x|

La precedente permette di giustificare il termine “ritardata”. Nel §6.9 si & visto come costruire
soluzioni per EDP non-omogenee del tipo (6.152) a partlre dalle soluzioni fondamentali in S'(R™)
di . Siano quindi w feDRY) te. Losu=fesiaGag €S (RY) come in (6. 184) Calcoliamo
la convoluzione f * GX 3 € D'(RY): in virtu della definizione (6.65) e della (6.185), ¢

(£ *68a00) = (F@) (65a0) (@ + 1)) /f G5 5(y), oz +y)) da

1 + +
_7/ / o(x0 Iy\ x y)dydx
I8 R4 R3
Z=X B + -
%/ /f<x’1'o)/ (Z ntl XD dzdzodx
R3 JR R3 |z — x|

=zo—|z—x 0 — |z —
t=xo—]| | i/ / (P(Z,t) ][(X |Z X|) dxdtdz
47 R3 JR R3 |Z — X|

1 0 — |z —
:i/ o) [Tl XD
47T R4 R3

2 —x

posto x = (x,79) € R3*! per semplicita di notazione. Ne segue che la EDP non-omogenea
[Z0 su](x,t) = f(x,t) ammette in Q)’(]R4) la soluzione “ritardata”

J[(y?t_|x_YD

t
() = 47T Ix -yl

dy in 2'(R%). (6.186)

In altre parole, la soluzione ug € 2’ (R4) al tempo t ¢ ottenuta integrando su tutti i valori che la
sorgente f € O'(R*) aveva al tempo precedente t' =t — |x — y|, da cui il termine “ritardata”.
Completiamo con il calcolo relativo alla soluzione fondamentale di Feynman G7 3 €5 (RY) di £ 35
per comodita, poniamo |t| = £ (fisso) e cominciamo col notare quanto segue:

(g§,3,<p) - (27r1)3/2<3[221k| Zglk}’“0> 21(2;)3/2 /Rg A|i<k) e dk
L / <p(x)/R ie—l(k'x—f‘kl)dkdx, @ € S(R?).

T 1675 Jge s K|

La soluzione fondamentale G7 3 soddisfa allora la seguente catena di identita distribuzionali:

1 1 _ ( o ) 1 _
Fo_ - = ot kex—gk| — ur|x| cos 0
G053 = 15,3, /]Ra |k|e dk FPCH RLITOO re' / sinfdfdr

+a|x|r
— e — W(E-Hxl) _ r(é=1x])
87r2|x| R—>+oo/ /1x|r dedr 2|x\ / ¢ } dr
V2r _ _
{tl5710) - L5701 .

T 82|
Tenendo presente che §710, = t[F0,], alla luce della identita (6.118) risulta

GX, = v 1 _ 1 _ 1
B3 7 8m2ix| L € +10F — x| &40t 4 x| [ 4n2 (€ +01)2 — |x[2
Pertanto la soluzione fondamentale di Feynman in §'(R*) dell’operatore di d’Alembert %4 3 ¢

7 1
a7 ([t] +07)2 — |x|?

Ghs = in - §'(RY). (6.187)
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A *—algebre e C*—algebre

L’operazione di coniugazione hermitiana consente di introdurre due tra i concetti matematici pitt utili
nelle formulazioni avanzate della Meccanica Quantistica: le strutture di *—algebra e di C*—algebra.
Prima di descriverne le principali proprieta, richiamiamo le definizioni relative alla struttura di algebra.

DEFINIZIONE (ALGEBRA) - Sia A uno spazio vettoriale su un campo K edo : Ax A — A un’applicazione.
La coppia A = (A, o) ¢ un’algebra se Va,b,c € A e Va € C lapplicazione o é tale per cui:

(A1) ao(b+c)=aobtaocc; (Ag) (b+c)oa=boatcoa; (As) ao(a+b) = (aa)ob=ao(ab).

Allora, applicazione o : A x A — A prende il nome di prodotto dell’algebra. In particolare, 2 é

(A4) commutativa (o abeliana) se a o b="0 o a;

(A5) con unita se 31y € A, detto identita dell’algebra, t.c. a o 1y =1y 0 a = a;
(Ag) normata, se A é uno spazio normato con norma || - t.c. ||a o b|| < |a||||b]l;
(A7) di Banach, se 2 é normata, A é di Banach e ||[1gy| = 1.

Due algebre di Banach commutative banali sono C ed R, dove la norma corrisponde al valor asso-
luto. Naturalmente, & possibile definire delle operazioni tra algebre ed, in particolare, individuare un
omomorfismo di algebre come un’applicazione lineare (dovendo essere rispettata la struttura di spazio
vettoriale lineare) ¢ : 20 — 2’ che conserva il prodotto interno e I'unita, qualora presente; si potra allora
dire che 2 ed 2’ sono isomorfe se esiste un isomorfismo (un omomorfismo biettivo) ® : 2A — A’.

DEFINIZIONE (*~ALGEBRA E C*—~ALGEBRA) - Sia A = (A, o) un’algebra (abeliana, con unitd, normata
o di Banach) su C. Un’applicazione * : A — A che Va,b € A eVa, € C gode delle sequenti proprietd

(I) antilinearita (ca+ Bb)* = aa* + Bb*, (I2) dinvolutivita (a*)* = a, (I3) (aob)" =b"o0a,

¢ detta involuzione e la coppia (,*) ¢ detta *—algebra (abeliana, con unita, normata o di Banach).
In particolare, una *—algebra di Banach (con unita) si dice C*—algebra (con unita) se

(L) |a*all = |ja|?, VaeA.

In tal caso, se 2, 2’ sono due *—algebre, allora un omomorfismo ¢ : A — 2’ & detto *—omomorfismo
se preserva l'involuzione, ovvero f(z*) = f*(x) (dove la prima involuzione & relativa ad 2 e la seconda
ad 2"). Inoltre, un elemento x di una *—algebra si dice normale se z*x = z2* ed hermitiano se z* = x.

OSSERVAZIONE. Nel §4.1 si ¢ visto che 'insieme Z(X) = Z(X, X) degli operatori lineari dallo
spazio vettoriale X in sé e esso stesso uno spazio vettoriale; in particolare, se X € normato, il sot-
tospazio B(X) 1= Z(X)|a:x - X, limitati, munito della norma operatoriale (4.1), & esso stesso normato ed
¢ di Banach se X ¢ completo. E immediato verificare che .Z(X) soddisfa gli assiomi (A1), (Az) ed (As)
(rispetto alla composizione tra operatori), ovvero .£(X) possiede una struttura naturale di algebra con
unitd (essendo 1x € Z(X)) e B(X) & una sua sottoalgebra. D’altronde ||[1x|| =1e VA, B € B(X) si
ha ||AB|| < [JA||||B||, quindi B(X) é una sottoalgebra normata con unitd ed &, in particolare, di Banach
se X ¢é completo. Possiamo spingerci oltre: i risultati relativi alle proprieta dell’aggiunto riassunte in
(4.3) e (4.4) mostrano che l'operazione di aggiunzione in uno spazio di Hilbert soddisfa gli assiomi (I;),
(Io), (I3) ed (I): percio applicazione * : B(H) — B(H) & un’involuzione e la coppia (B(H), *) & una
C*-algebra. In particolare, gli operatori autoaggiunti corrispondono agli elementi hermitiani di B(H).
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Concludiamo con alcune immediate proprieta, soddisfatte in generale dalle C'*—algebre.

TEOREMA (PROPRIETA DELLE *—ALGEBRE) - Sia 2 una *—algebra e * : A — A la sua involuzione.
(a) Se A ¢ una C*—algebra con norma || - || ed a € A & normale, allora ||a?|| = |a||?;
(b) se 2 & una C*—algebra con norma || - || ed a € A é normale, allora |a*|| = ||al|;
(c) se 2 & una x—algebra con unita, allora 13 = Ty.

Dimostrazione. (a) Sia a € 2 normale: omettendo per semplicita 'operazione di prodotto dell’algebra

ed osservando che (a*a)* L) a*(a*)* I2) g (a*a & un elemento hermitiano di B(#)), si trova che

(I ) * a*a=aa” * * (I- )+(I ) * * * (I )
la®|I* == [[(a®)*a?| ==== |[(a*a)(a*a)|| === |(@* )" (a*a)| === [|a]* = [a®| = [|a|*.

(b) Sia a € 2 normale: allora, procedendo come in precedenza, si trova

lav|2 L agr| L=t gra) Ll a2 = [lo*] = |al-

(c) Per definizione di identita dell’algebra 2, risulta essere 1o 1} = 1j; d’altra parte, I'involutivita e
la proprieta (I3) fanno si che Lol = (15)*1§ = (Tol})* = (15)* = 1y, la quale, combinata con la
precedente, da come risultato 15 = 1g. Quindi 1g & un elemento hermitiano di B(H). O

B Algebre di Weyl e teorema di Stone—von Neumann

C Integrale di Feynman e formula di Feynman—Kac

Discuteremo ’equivalenza tra le interpretazioni alla Feynman ed alla Schrédinger della Meccanica Quan-
tistica, le proprietad dei cammini di Feynman (in particolare la differenziabilitd) ed i problemi di con-
vergenza dell’integrale di Feynman. Verranno quindi introdotte la misura di Wiener e la formula di
Feynman-Kac ed analizzate le differenze tra 'integrale di Feynman e quello di Wiener. Per una trat-
tazione piu rigorosa degli argomenti presentati si vedano, in ordine di approfondimento, i riferimenti di
seguito elencati:

o R. P. FEYNMAN — Space—Time Approach to Non—Relativistic Quantum Mechanics, Rew. Mod.
Phys. 20, 2 (1948).

o M. REED, B. SIMON — Methods of Modern Mathematical Physics, Vol. 2, Academic Press, Inc.,
(1975).

o M. ROCANDELLI, A. DEFENDI — [ cammini di Feynman, Quaderni di Fisica Teorica, Uni. Pavia
(1992).

o B. SIMON — Functional Integration and Quantum Physics, Academic Press Inc., Princeton (1979).

C.1 Da Schrodinger a Feynman e viceversa
Sia

D Hilbert rigged spaces

Sia

E Trasformata di Laplace

F Metodo di Laplace
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